Kuriosa der Zahlenkunde und die Kunst
— kurz gefafit und leicht fafilich dargestellt
Peter Weibel

Die Lust an der Multiplikation der Zahl.
Die Trunkenheit ist Zahl. Die Zahl ist im Individuum.

Charles Baudelaire, 1869

Ich blicke euch an, ihr Zahlen,

und ihr erscheint mir verkleidet als Tiere, in euren Fellen,
die Arme gestiitzt auf ausgerissene Eichen.
Ihr gebt mir Einheit zwischen

der Schlangenbewegung

des Weltalls und dem Tanz

der Waagschalen

ihr erlaubt mir,

die Jahrhunderte zu verstehen als

Zzhne eines schnellen Geldchters.

Meine Augen sind aufgerissen, begierig
ALLES zu wissen, was ICH ist,

wann der Teiler zur Eins schrumpft.

Velimir Chlebnikov, vor 1913

Zahlen in Expansion sind ebenso wirklich
wie Tiere, die sich vermehren

Die Zahlen vermehren sich wie die Tiere
Die Tiere vermehren sich wie die Zahlen

In Bewegung sind die mathematischen und
die physikalischen Gesetze wirkliche Tiere
Die Zahlen sind lebende Tiere

Mario Merz, 1970



Abbildung 1.1. Oberhuber, Rechnung (Calculation), 1952

Symbole, Personlichkeiten, Zahlen

Man muf kein fanatischer Numerologe sein, um daran zu glauben, daf} ei-
nige Zahlen “Personlichkeit” haben. Wer wird nicht darein iibereinstim-
men, daf$ die Zahl 13 einen dubiosen Charakter hat, der Ungliick verspricht,
schwirzer als der Schatten eines schwarzen Rabens. Die Zahl 7 hat seit alters
die Reputation, magisch zu sein: die 7 Schopfungstage, die 7 Todsiinden, die
7 Sédulen der Weisheit, der Agent 007, die 7 Weltwunder, die 7 Zwerge, das
Buch mit 7 Siegeln, die 7 Planeten, welche die Namen unserer 7 Wochentage
lieferten, das verflixte 7. Jahr, die 7 Leben der Katze, die 7 hebriischen Na-
men Gottes usw. Erst Galileo hat uns erklirt, was schon viel frither bekannt
war: die hohe Wahrscheinlichkeit, mit zwei Wiirfeln eine 7 zu wiirfeln. Die
Zahl 3 gilt nicht erst seit den 3 Grazien oder der Trinitdt von Vater, Sohn und
Heiliger Geist als heilig, sondern schon Pythagoras nannte sie die vollkom-
mene Zahl, da sie den Anfang, die Mitte und das Ende ausdriicke. Selbst-
verstandlich hat man auch einige Beziehungen zwischen Erotik und Mathe-
matik festgestellt, und selbstverstdndlich in Wien [Hug-Hellmuth, 1916]. So
wurden die geraden Zahlen mit weiblichen und die ungeraden Zahlen mit
mannlichen Eigenschaften versehen, und vice versa, je nach Kultur und Er-
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Abbildung 1.2. Gerhard Rithm, Zahlengedicht, 1954

fahrung. Von den Agyptern bis zu Aristoteles galt die Einheit als Mutter
und Ursprung aller Zahlen, ohne selbst eine Zahl zu sein. 1839 verdoffent-
lichte der franzosische Mathematiker M. Vincent in einer Arbeit iiber den
Ursprung der Zahlen, die auf den Pythagoraern und Boethius fufste, die Ver-
mutung, daf$ die ersten 3 Ziffern die Geschlechter und deren Vereinigung
versinnbildlichen, indem sie als charakteristische Korperteile der Frau und
des Mannes und dann die Drei als deren Vereinigung gedeutet worden sei-
en. Die Neun deutete Vincent als Thyphallus, als Zeichen der ménnlichen
Kraft. Denn die Neun ist die Quadratzahl der Drei, die ihrerseits die Ver-
einigung des mannlichen und weiblichen Prinzips darstellt. Das Quadrat
oder die zweite Potenz wurde bei den Griechen kurzweg Potenz genannt.
Na also! Neben dieser Hypothese, die Entstehung der Namen und Zeichen
der Zahlen mit dem sexuellen Leben in Zusammenhang zu bringen, erfreu-
te sich eine andere einer grofien Verehrung, namlich die Zahlen mit Lastern
und Tugenden zu verbinden.

So schreibt im 15. Jahrhundert Luca Pacioli in seiner “Divina Propor-
tione”: “Die vollkommenen Zahlen endigen abwechselnd mit 6 und 8 und
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konnen eine andere Randziffer nicht haben, denn die Traurigen leben ord-
nungslos, die Guten und Vollkommenen bewahren immer die vorgeschrie-
bene Ordnung”. Die Triaden 4, 5, 6 und 7, 8, 9 in der Folge von 1, 2, 3 re-
présentierten demnach Giite, Gerechtigkeit, Schonheit und Grofle, Gesund-
heit, Kraft.

Die Vier, fiir die Pythagorder der “Schliissel der Natur”, sei als Bei-
spiel der naturwissenschaftlichen, kosmologischen Symbolik der Zahlen
erwédhnt, die 4 Elemente Erde, Feuer, Wasser, Lutft.

Die Griechen wie die Chinesen um das Jahr 1120 v. Chr. haben laut
Montucla’s “Histoire des mathématiques” das Weltall aus den ersten vier
geraden und den ersten vier ungeraden Zahlen zusammengesetzt. Die er-
sten vier ungeraden Zahlen stellen dabei die reinen und himmlischen Ele-
mente dar, die geraden entsprechen denselben Elementen mit irdischer Un-
reinheit verbunden. Das Weltall, die Verbindung aller himmlischen und
irdischen Elemente, wurde also durch die Zahl 36 dargestellt, das heifst
die Summe dieser 8 Zahlen [Turing, 1952], [Thompson, 1966], [Thom, 1972],
[Thom, 1974], [Cook, 1979], [Mandelbrot, 1983], [Frangsmyr et al., 1984],
[Ghyka, 1977], [Coleman und Holmes, 1988]. Die meisten dieser Zahlen ha-
ben also “Personlichkeit”, “Charaktereigenschaften”, die von aufien, von
Menschen, von der Ideologie, von der Erfahrung an sie herangetragen wer-
den.! Doch gibt es auch Zahlen, die von innen her interessante Eigenschaf-
ten haben, Zahlen, die auf inhdrente Weise interessante “Personlichkeiten”
sind, wie zum Beispiel die Primzahlen.

Primzahlen

Fiir mich haben die Primzahlen am meisten “Personlichkeit”, denn sie
sind ein Paradebeispiel fiir jene Kuriosa der Zahlenkunde, die jenseits
ihrer Merk-Wiirdigkeiten, die der Aberglaube so gerne unter seine Fitti-
che nimmt, zu fundamentalen Einsichten in die Natur der Zahlen und zu
komplexen Theoremen der Zahlentheorie gefiihrt haben? [Stewart, 1995],
[Conway und Guy, 1996], [Derlin, 1998], [Hoffman, 1998], [Singh, 1998],
[Basieux, 1999]. Eine natiirliche Zahl p heifst Primzahl, wenn p ungleich 1 ist
und nur die (trivialen, positiven) Teiler 1 und p hat. Primzahlen sind also die
positiven ganzen Zahlen, die natiirlichen Zahlen, die nur durch sich selbst
oder 1 teilbar sind, also unzerlegbare Zahlen. Primzahlen sind .. .,2,3,5,7,
11,13,17,19,23,29,...,229,...,5693,...,199999, ... und so weiter. Euklid
hat bereits vor 2300 Jahren gezeigt, daf$ es keine obere Schranke fiir die Prim-

24



27 S 8 uT 1523 9 168 68 3019 M3 98993 99563 100129 100693 101267 101749 102241 102829 103871 14033 104593

i e e 7 95013 99571 100151 100683 101273 101771 102751 102841 103483 104BAT 104597
s a3 s s3 nEr 150 W01 1E1 sn 03 st 98017 99517 100153 100703 101779 101783 102751 102853 103511 104053 104623
7 e sa v nes e wor 26 877 30 361 95023 99581 100165 100733 101281 101797 102259 102871 103529 1MOSO 104639
21 s s 1y 1S53 w13 193 26w o1 3463 90041 99607 100183 100741 101287 101BG7 102783 103677 101548 10407 MBS
W s se3 a2 s aen 2397 2681 3061 3867 95053 99611 100189 100747 101293 101831 102299 I0ZBE1 10ISS) 104090 104ESO
M 1wy mm aw s wm nes e 08 s 95019 99623 100193 100769 101323 101837 102301 10291) 103561 104107 104677
1 xS esn 1221 1sm s 130 2691 Jon o 95083 99643 100207 100787 101331 101839 W0ZN17 102913 103367 104113 104681
33 a8 SI 8831 11 1509 18s1 2333 2690 03 3apg 95089 99661 100213 100799 101341 0IBEY 10ZIFY 102929 103STI 104VID  1046B3
js s a8 w3 1ses 1 me o7 qme  3sm 99103 99667 100237 100801 101347 101863 102137 102911 103577 4123 14603
1 e e 99109 99679 100267 100811 101359 101B73 102359 102953 103583 104147 104701
S s on wee 6o wm par a3 dus s 99119 99689 100271 100823 101361 10TE7S 102367 102967 103591 104149 104707
W s 3 wm eer  we 31 e nm s 99131 99707 100279 100829 101377 101BI1 102397 102983 103613 104161 104711

99133 99709 100J91 100847 101381 101917 102407 103001 103619 104173 104717
99137 99713 100297 100851 101399 101921 102409 103007 103643 104179 104723
99138 20719 100313 100907 101411 101929 02433 103043 103651 104183 104729
99143 99771 100333 100913 101419 101939 07417 103049 106ST 104207
99173 99733 100343 100927 101423 101957 102451 103067 103669 104231
99181 99761 100357 100931 101449 101963 102461 103068 103681 104233
99191 99767 100361 100937 101467 101977 102481 103079 10367 104239
99223 99767 100363 100943 101477 101987 102437 103087 103699 104243
99233 99793 100370 100957 10143 101999 102499 103091 103703 104281
99241 DOBDS 100391 1009B1 101489 102001 102503 103083 103723 104287
99251 99817 100393 100987 101501 102013 102523 103093 103763 104297
99757 99823 100403 100999 101503 102019 102531 103123 1037B7 104309
99750 99828 100411 101009 101513 102023 102539 103141 103B01 194311
99277 99833 100417 101021 101527 102031 102547 103171 103811 104323
50289 99833 100447 101027 101531 102043 102551 103177 103813 104327
59317 99853 100459 101051 101531 102059 102559 103181 103837 104347
99347 99871 100469 101063 101537 102061 102563 103217 103841 104369

a3 293 801 %29 NN7 1603 1837 2357 2929 M3 3813
& 307 B 91 W8 w13 1999 2391 P10 M6 3539
s3 3 613 841 W83 619 2003 2377 z7a :6T 3540
S8 3|3 E17 947 88 W62 2011 2381 28 HES 3547
61 317 619 §53 1291 627 200 2383 2753 3D 3567
67 3 6N 967 197 63 027 2389 767 37 3559
71 37 ea1 en 13 Nes? 2029 23 277 3 BN
73 37 ez 977 1303 1661 203 1399 1783 3303 358
79 349 647 983 1307 1667 2053 2411 2791 3209 3583
B3 353 653 991 139 1668 06T 17 27w 317 3591
B9 359 659 997 1IN 1691 2069 J4)  JEOL 121 3607
97 387 661 1009 1327 1697 081 2437 2803 39 3613
wgr 373 673 3 1361 1699 2083 1441 1019 W51 3617
w3 378 677 1019 1367 1709 087 2447 233 3253 363
W7 3B 681 021 1373 11 083 450 2837 3287 36N
W08 383 &91 1031 Y 1723 2099 2467 28431 3259 3637

" kL 1 1033 1399 1733 an 473 2851 un 3643 % b
W we im. e mg  mE s el ams e 99349 99877 100481 101081 10161 102071 102587 103231 103843 1

wm 408 718 Tods 1423 1747 2108 2503 2881 3301 %671 99367 95BB1 100493 101085 101573 102077 102593 103237 103867 104383
137 ats m 1os1 \a27 1783 2 521 2879 3307 3673 §9371  §9501 100501 101107 101581 102079 102607 103289 103889 104393
e B B GG b ims  chr i Sy s oD 9377 99907 100511 101111 10159 102101 102611 103291 103903 104398
149 4; 733 1063 ra3 T a1 2539 2897 39 3691 99391 99923 100517 101113 101603 102103 102643 103307 103913 f0ad1?
151 433 743 1068 1439 V783 2143 7543 %03 113 697 99397 99929 100519 101117 101611 102107 102647 103319 103319 104458
157 239 751 1087 1447 178y 2153 2549 2909 3379 w01 93401 99961 100523 101119 101627 102121 102653 103333 103951 104471
163 a3 757 1091 s 1789 2161 2551 2817 3331 3700 99409 99971 100537 101141 101641 102139 102667 103349 103963 104473
167 a0 261 1003 1453 1808 2 2557 2027 3343 ms 99431 99989 100547 101749 101653 102149 102673 103357 103967 104479
1 ST MG mr wsa e s @8 amp e 93439 99991 100S4S 101153 101663 102161 102677 103387 10393 104491
179 451 3 1103 1471 1823 207 2591 2953 3359 ELEE]
# 263 87 1oe g 1831 213 2503 2057 2361 719 93487 100019 00591 101173 100883 102191 102701 103393 103981 104527
N U ue N e g S0 we D o e 99437 100043 100605 101183 10170} 102157 102761 103399 103991 104537
o sl O 4 oot Qv i s 99523 100049 100613 101197 101719 102199 102763 103403 103993 108563
197 st & 120 ags 1867 01 %21 Jam 3389 3768 99527 100057 100621 101203 101723 102203 102769 103421 103997 104548
N e M GE G O 6 wm me o W 99529 100069 100649 101207 1DIIIT 102217 102193 103423 104003 104551
31 s 823 1153 ey 1812 2251 2647 3001 3407 3793 99551 100103 100669 101209 101741 102229 102797 103451 104009 104561
m 03 827 163 1511 1877 267 2657 011 3413 3197 $9559 100109 100673 101221 101747 102233 102811 103457 104021 10457§

99459 100003 100559 101161 101681 12181 102679 103391 103976 104513

Abbildung 1.3. Ecke Bonk, Die ersten 10 000 Primzahlen, 1999 (Detail)

zahlen gibt. Es gibt nur die grofite bekannte Primzahl.

Es gibt ganze Biicher, die nur aus der Auflistung aller bisher bekannten
Primzahlen bestehen. Ein 8-bandiges Werk, das alle Primzahlen, wenn auch
fehlerhaft, von 2 bis 100 330 201 aufzihlt, das sind 5 761 456 Primzahlen,
gibt es in Wien von Kulik, der fast sein ganzes Leben dartiber verbracht
hat. Vor einiger Zeit haben C. L. Baker und E J. Gruenberger von der Rand
Corporation auf einem Computer die ersten 6 Millionen Primzahlen, von 2
bis 104 395 289, berechnet. Die grofite gegenwirtig bekannte Primzahl ist
die am 1. Juni 1999 entdeckte Primzahl 26972593 — 1.

Wihrend es Methoden gibt, zu testen, ob eine gegebene Zahl eine Prim-
zahl ist, gibt es keine Formel, die genau alle Primzahlen erzeugt. Allerdings
gibt es Ausdriicke, zum Beispiel durch die Robinson-Formel, mit der man
bei weitem nicht alle, aber zumindest eine Gruppe innerhalb der Primzah-
len erzeugen kann: R(k,n) = 2"k + 1. Fir bestimmte Werte von k£ und n
erzeugt diese Formel Primzahlen. Fiir ¥ = 5 und n = 1947 erhalten wir die
grofite bekannte Robinson-Primzahl, die 586 Ziffern hat. Eine zweite For-
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mel, die einige Primzahlen erzeugt, stammt von Fermat: 2*" + 1. Fermat
glaubte, diese Formel wiirde fiir alle Werte von n eine Primzahl erzeugen,
doch wurden bis zum Jahr 1980 nur 5 Primzahlen geméf3 dieser Formel ent-
deckt, ndamlich 3, 5, 17,257 und 65 537.

Im Alter von 19 Jahren hat Carl Friedrich Gaufs 1798 eine interessante

Entdeckung gemacht, um eine Schwierigkeit bei der Konstruktion von re-
gelmdfigen Polygonen von n Seiten zu beheben, wo n eine Primzahl ist,
also bei der Konstruktion von Heptagon, 11-gon, 17-gon, usw. Er fand her-
aus, daf so eine Konstruktion nur moglich ist, wenn die Anzahl der Seiten
des regelmaéfsigen Polygons eine Fermatsche Primzahl ist. Eine Euklidische
Konstruktion eines regelméafligen Polygons mit einer primen Seitenanzahl
ist also nur dann méglich, wenn die Anzahl der Seiten 3, 5, 17, 257 oder 65
537 ist. O. Hermes verbrachte 10 Jahre, dieses 65 537-gon zu konstruieren.
Sein Manuskript liegt in einer grofSen Schachtel in der Universitdat Gottin-
gen.
Andere Formeln zur Erzeugung begrenzter Serien von Primzahlen sind
Eulers Polynom z? — z + 41, das 40 verschiedene Primzahlen fiir z =
1,2,3,...,40 ergibt. Legendre’s Polynom 22?429 von 1798 erzeugt 29 Prim-
zahlen fir z = 0,1, 2,...,28. Untersucht wurden auch Serien von Primzah-
len mit einer gleichbleibenden Differenz, zum Beispiel 11, 17, 23, 29, wo die
Differenz stets 6 ist. Eine Serie von 10 Primzahlen mit der gemeinsamen
Differenz von 210 beginnt mit 199.

Bis heute kennt man jedoch noch kein Verfahren, wie man zu irgend-
einer Primzahl ihren unmittelbaren Nachfolger angeben kann. Nur eines
wissen wir seit Euklid mit Sicherheit: “Es gibt mehr Primzahlen als jede
vorgegebene Anzahl von Primzahlen”, die Anzahl der Primzahlen ist also
unendlich. Ein Hauch von Unendlichkeit umweht die Primzahlen, doch sie
zeigen uns bereits die Unendlichkeit nicht als endlosen Brei, sondern geglie-
dert. Wie es spater Georg Cantor (1845-1918) mit den Begriffen Machtigkeit
und Uberabzihlbarkeit der unendlichen Zahlenmengen gelungen ist. Der
Struktur dieser gegliederten Unendlichkeit verdankt sich auch das noch un-
geloste Problem, ob es endlich oder unendlich viele Primzahlzwillinge (wie
17 und 19) gibt.

Das Symbol der Unendlichkeit: die Spirale. Im Hauch der Unendlichkeit
der Primzahlen gewinnt bereits das Unendlichkeitssymbol Spirale Kontur.
Teilbarkeit und Unteilbarkeit des Lebendigen als Verschrankungen, welche
sich in der gleichbleibenden Differenz bei bestimmten mathematischen Se-
rien der Primzahlen spiegeln, kulminieren in der vollkommenen Zahl, wel-
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Abbildung 1.4. Friedensreich Hundertwasser, Der grofle Weg, 1955. (©1998 Gruener
Janura AG, Glarus Schweiz

che gleich mit der Summe ihrer Teiler ist. Was ist das fiir eine wunder-
same Identitidt, die teilbar und geteilt ist, in der Summe ihrer Teiler aber
wieder aufersteht? Ist es eine gleichsam mythische Identitidt dhnlich der des
agyptischen Totengottes Osiris, der als Vegetationsgott zugleich auch fiir die
Auferstehung biirgt? Blaise Pascal, der Mathematiker und religiose Den-
ker, hat eine Spirale konstruiert, deren Tangentialwinkel konstant ist und
deren Mittelpunkt im Unendlichen liegt. Normalerweise hat nur der Kreis
einen konstanten Tangentialwinkel und es gehort zum Wesen der Spirale,
daf} ihr Tangentialwinkel nicht konstant ist. Diese paradoxe, nur mathema-
tisch konstruierbare Spirale hat Pascal als Modell fiir den Beweis der Un-
sterblichkeit der Seele genommen: eadem mutata resurgo. Auch nach ihrer
Verwandlung (der Tod) wiederaufersteht sie als dieselbe.

Siehe Abbildung 1.4 auf Seite 27 und die Farbabbildungen 1.19 und 1.20
(Seite 137, 138).
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Die Goldbachsche Vermutung

Da in der Urgeschichte der Mathematik der Gegensatz von geraden und
ungeraden Zahlen so eine grofie Rolle spielte, ja sogar von erheblicher pro-
duktiver Kraft war, kommt den Primzahlen schliefSlich noch eine besonders
rédtselhafte Funktion zu. Der Konigsberger Mathematiker Christian Gold-
bach (1690-1764) hat ndmlich 1742 in einem Brief an Euler die Vermutung
ausgesprochen, daf$ jede gerade Zahl (grofer als 2) als Summe zweier Prim-
zahlen, zumeist sogar mehrfach, dargestellt werden kann:

88 =5+4+83 =29+4+59 =41+47
92 =348 =134+79 =19+73 =31+61

Aber gentigen auch in den fernsten Zahlenregionen nur zwei Primzahlen,
um durch Addition alle geraden Zahlen zu bilden? Euler hat Goldbach
geantwortet: “Daf3 aber jeder numerus par eine Summe duorum primorum
sei, halte ich fiir ein ganz gewisses Theorema, ungeacht ich dasselbe nicht
demonstrieren kann”. Der Beweis fiir Goldbachs Vermutung ist immer noch
ausstdndig. Am nichsten kommt I. M. Winogradows Ergebnis, das besagt,
dafs es eine ganze Zahl NV gibt, so daf$ jede ganze Zahl grofer als IV als die
Summe von nicht mehr als 3 Primzahlen reprasentiert werden kann, wenn
n ungerade ist, und von 4 Primzahlen, wenn n geradzahlig ist. Vier Prim-
zahlen reichen also stets aus, um jede gerade Zahl zu bilden. Nach Chen ist
jede hinreichend grofie gerade Zahl als Summe von p + ¢ darstellbar, wobei
p eine Primzahl ist und ¢ Produkt von hochstens zwei Primzahlen.

Vollkommene Zahlen und Mersennesche Primzahlen

Eine dhnlich paradoxe Rolle spielen die Mersenneschen Zahlen, die eine be-
sondere Art von Primzahlen sind und als solche keine ganzzahligen Teiler
ungleich 1 haben, und die Vollkommenen Zahlen, welche zu den Mersenne-
schen Zahlen in einer dhnlichen Beziehung stehen wie die geraden Zahlen
zu den Primzahlen.

Rekapitulieren wir: Primzahlen p sind nur durch sich selbst oder durch 1
teilbar, haben also keine (ganzzahligen) Teiler zwischen 1 und p bzw. sind
unteilbar. Vollkommene Zahlen sind hingegen gerade diejenigen Zahlen m,
fur die die Summe aller kleineren positiven Teiler von m die Zahl m selbst
wieder ergeben. Es zeigt sich nun, daf8 jede Vollkommene Zahl genau eine
Mersennesche Primzahl als Teiler besitzt und umgekehrt, daf jede Mersen-
nesche Primzahl genau eine Vollkommene Zahl festlegt. Obwohl in ihren
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Teilbarkeitseigenschaften so gegensatzlich, besteht also eine eindeutige Zu-
ordnung zwischen den beiden Zahlenmengen. Jeder Mersenneschen Prim-
zahl entspricht eine Vollkommene Zahl und es gibt keine bekannte Vollkom-
mene Zahl, die nicht mit einer Mersenneschen Primzahl korrespondiert.
Wie ist das moglich?

Es gibt unter den ersten 30 000 000 Zahlen nur vier Vollkommene Zahlen:

6 = 14+2+3 wobei 6 durch 1, 2 und 3 teilbar ist.
28 = 142+4+7+14
496 = 1+2+4+4+8+16+ 31+ 62+ 124 + 248
8128 = 1+2+4+8+16+ 32+ 64+ 127+ 254 + 508 + 1016+
2032 + 4064

Die néchste Vollkommene Zahl ist 33 550 336, welche erst 1460 festgestellt
wurde, wihrend man die ersten vier bereits seit 2000 Jahren kannte und mit
Euklid die Vollkommenen Zahlen nannte. Bis heute kennen wir 38 Voll-
kommene Zahlen und jede davon ist geradzahlig. Man kennt keine un-
geraden Vollkommenen Zahlen. Vollkommene Zahlen haben interessante
Eigenschaften, zum Beispiel daf3 sie, aufSer 6, als letzte Ziffernsumme 1 ha-

ben, wenn man in einem iterierten Prozefs immer wieder die Summe ihrer
Ziffern bildet.

496: 4+9+6=19, 1+9=10, 1+0=1.

Jede vollkommene Zahl, aufier 6, kann auch als Summe der Kuben aller
ungeraden Zahlen bis zu einer gewissen Stelle geschrieben werden, zum
Beispiel
28= 1°+3°
496 = 1°+3°+5°4+ 7.
Sie haben vielleicht auch bemerkt, daf$ die Teiler der vier vollkommenen
Zahlen mit 1 beginnen und sich zunéchst verdoppeln, bis an einer Stelle das

Doppelte des vorhergehenden Teilers um 1 vermindert erscheint und von
da an sich die Teiler wieder verdoppeln. Der kritische Ubergang erfolgte

fiir bei den Teilern

6 2 3

28 4 7
496 16 31
8128 64 127

29



Wenn man diese beiden Teiler miteinander multipliziert, erhilt man wie-
derum die jeweilige Vollkommene Zahl. Bei diesen Teilern kann man auch
ersehen, daf3 der erste offensichtlich eine Potenz von 2, der zweite die um
1 verminderte ndchsthohere Potenz von 2 ist. V' 14f8t sich also definieren
als die Multiplikation von zwei Potenzen von zwei, wobei von letzterer 1
abgezogen wird.

Vi= 6=2.(22-1)
Vo= 28=22.(28-1)
Vo= 496=2%.(2° —1)
Vi= 8128 =126.(27—1)

Daraus ergibt sich die allgemeine Struktur der geraden Vollkommenen Zah-
len V; = 2771 . (2" — 1), die Euklid um 300 v. Chr. und Euler 1750
gefunden haben, die aber nur dann Vollkommene Zahlen erzeugt, wenn
2" — 1 nicht teilbar ist, also eine Primzahl. Zum Beispiel wiirde auch 120
dieser Struktur geniigen, aber dennoch ist sie keine Vollkommene Zahl:
120 = 23(2* — 1) = 8 - 15, aber 15 ist keine Primzahl. Nur wenn 2" — 1
nicht teilbar, also eine Primzahl ist, liefert die Formel 2"~ . (2" — 1) eine
Vollkommene Zahl, diese perfekt teilbare Zahl. Der Satz von Euklid-Euler
lautet also:

Eine gerade Zahl V' ist genau dann vollkommen, wenn V von folgender

Struktur ist:

VvV =2n"1(2" 1)

wobei 2™ — 1 eine Primzahl ist.

In dieser paradoxen Definition der perfekten Teilbarkeit mit Hilfe einer
teilweisen Nichtteilbarkeit ist auch die Dialektik von Gerade und Ungera-
de mit eingeschlossen. Denn es gibt nur gerade Vollkommene Zahlen die-
ser Bauart, wihrend die Primzahlen (2" — 1), welche fiir deren Definition
benétigt werden, alle ungerade sind.

Primzahlen von der Form 2" — 1 sind ganz besondere Primzahlen,
ndmlich die sogenannten Mersenneschen Primzahlen M;, zur Erinnerung
an Pater Marin Mersenne (1588-1648) so genannt, der 1644 ankiindigte, ei-
nige neue vollkommene Zahlen entdeckt zu haben, allerdings weder rich-
tig noch vollstindig, wobei er aber feststellte, dafs 2" — 1 Primzahlen er-
gibt. Bis heute wissen wir dies fiir 38 Werte von n, angefangen mit n =
2,3,5 7, 13,17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1 279, 2 203, 2 281,
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3 217, 4 253, 4 423, 9 689, 9 941, 11 213, 19 937. Die 10 grofiten der
38 gegenwartig bekannten Werte von n fiir die 2" — 1 eine Primzahl er-
gibt sind n = 110503, 132049, 216091, 756839, 859433, 1257787, 1398269,
2976221, 3021377, 6972593. Fiir den letztgenannten Wert von n ergibt
2" — 1 die grofite gegenwdértig bekannte Primzahl. Dies ist eine Zahl,
die in der tiblichen Dezimalschreibweise tiber 2 Millionen Stellen hat (sie-
he http://www.utm.edu/research/primes/largest.html).

Es gibt keine allgemein giiltige Methoden, um Mersenne Primzahlen zu
erzeugen. Notwendig ist auf jeden Fall, dafd n selbst eine Primzahl ist. Na-
heliegend wire fiir die Mersennesche Primzahlen die Behauptung: 2™ — 1
ist stets eine Primzahl, wenn n eine Primzahl ist. Doch wir haben gese-
hen, daff bestimmte Primzahlen (wie zum Beispiel 23) nicht in der Liste
von denjenigen Zahlen aufscheinen, welche als Werte fiir n bei der For-
mel 2" — 1 eine Mersennsche Primzahl ergeben. Daher mufl man fiir je-
de Primzahl n separat nachpriifen, ob 2" — 1 wieder eine Primzahl ergibt.
Die Art, wie dieser Nachweis jeweils geschehen ist, spiegelt interessante
Wandlungen in der Arbeitsweise der Zahlentheorie wider. Wahrend bis
vor wenigen Jahrzehnten Mathematiker diesen Nachweis mithsam mit Pa-
pier und Bleistift fiihren mufSten, ermoglichte die Erfindung elektronischer
Rechenmaschinen, zu viel grofieren Werten von n vorzustofien. Anfing-
lich hat man dazu tiberwiegend Supercomputer in Rechenzentren verwen-
det. Dagegen wurden die letzten vier Mersenneschen Primzahlen (fiir n =
1398269, 2976221, 3021377,6972593) durch eine mittels Internet koordinier-
te Zusammenarbeit von mehreren tausend Hobbyforschern erméglicht, die
die nicht benétigte Rechenzeit auf ihrem PC hierfiir zur Verfligung gestellt
haben. Auf der Webpage http://www.mersenne.org/prime.htm
kann sich jederman tiber den gegenwaértigen Stand dieser Suche nach im-
mer grofleren Primzahlen informieren und kann dort auch erfahren, wie
er sich selbst an der Aktion GIMPS (=The Great Internet Mersenne Prime
Search) beteiligen kann.

Die Vollkommenen Zahlen Vj bis Vg wurden im 16. Jahrhundert entdeckt,
die Vj erst am Ende des 19. Jahrhunderts. Ob es eine grofite Vollkommene
Zahl gibt, wissen wir bis heute genauso wenig, wie ob die Mersenneschen
Primzahlen und damit die Vollkommenen Zahlen unendlich sind. Als Zwi-
schenlésung miifsten wir aber definitiv wissen, ob es wirklich keine ungera-
den Vollkommenen Zahlen gibt. Wenn sie existieren sollten, miifiten sie die
Form 12m + 1 oder 36m + 9 haben, wobei m eine Primzahl ist. Bisher konnte
allerdings nur nachgewiesen werden, daf$ es keine ungeraden Vollkomme-
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nen Zahlen gibt, die kleiner als 1.4 x 10'® sind. Bis zu dieser Zahlengrenze
wissen wir also, daf$ es keine gibt. Gibt es welche dariiber?
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Abbildung 1.5. Dziga Vertov, Ziffernaufzeichnung der SchluSsequenz von “Celo-
viek’s’ kinoapparatom”, 1929
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Abbildung 1.6. Peter Kubelka, Vorstudien zu Arnulf Rainer, 1958-60

Befreundete Zahlen

In die Struktur der Teilbarkeit eingebettet sind auch die sogenannten Be-
freundeten Zahlen, welche schon die Araber kannten. El Madchaiti, der
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Madrider, hat angeleitet, man solle die Zahlen 220 und 284 aufschreiben, die
kleinere dem Objekt der Begierde zum Essen geben und selbst die grofsere
essen. Er selbst habe die erotische Wirkung davon in eigener Person er-
probt, genau wie Ibn Chaldun von den wunderbaren Kréften dieser Zahlen
als Talisman Gebrauch gemacht habe.

Befreundete Zahlen heifsen zwei natiirliche Zahlen m und n dann, wenn
die Summe aller positiven Teiler d von m aufler m selbst n ergibt, und die
Summe aller positiven Teiler d von n aufSer n selbst m ergibt.

Pythagoras hat die zwei Befreundeten Zahlen 220 und 284 schon gekannt.
Zidhlen wir alle positiven Teiler von 220 auf aufler 220 selbst.

220:14+24+4+54+104+114+20+22+44+ 55+ 110.

Summieren wir diese Teiler, so ergibt sich die Zahl 284.
Machen wir dasselbe mit 284, also

284114244+ 71+ 142,

so ergibt sich die Zahl 220.

Die Summe der Teiler einer Befreundeten Zahl ergibt also jeweils die an-
dere Zahl. Verwenden wir fiir die Summe aller positiven echt kleineren Tei-
ler einer Zahl n das Symbol S(n), so konnen wir sagen S(220) = 284 und
S5(284) = 220, abstrahiert S(a) = b, S(b) = a, fiir Befreundete Zahlen a und
b. Daraus folgt, da8 S(S(n)) = S*(n) = n fiir jede Befreundete Zahl n gilt.

Wegen ihrer Teilbarkeitsvorschrift stehen die Befreundeten Zahlen
nattirlich in einem gewissen Zusammenhang mit den Vollkommenen Zah-
len, sie sind sozusagen eine Art Abspaltung. Die Befreundeten Zah-
len stehen mit den Vollkommenen Zahlen in folgendem Zusammenhang;:
Nattirlich ist jede Vollkommene Zahl n mit sich selbst befreundet. Denn
setzt man n fiir e und b in S ein, so erhdlt man S(n) = n und S(n) = n,
was obige Bedingung fiir S(a) = b und S(b) = a erfiillt. Ebenso gilt
S(n) = n — S(S(n)) = n. Weniger als 1200 solche Befreundete Zahlen
sind bis 1980 bekannt. Euler hat 1750 davon 59 entdeckt. Einige Paare von
Befreundeten Zahlen seien aufgeschrieben:

220 1184 2620 5020 6232 10744 17296 9363584
284 1210 2924 5564 6362 10856 18416 9437056

Doch gibt es nicht nur Paare von Befreundeten Zahlen, sondern auch Ket-
ten, wie zum Beispiel diese Fiinfer-Kette:

12496, 14288, 15472, 14536, 14264.
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Hier ergibt die Teilersumme der ersten Zahl die zweite Zahl, deren Teiler-
summe die dritte usw. und die Teilersumme des letzten Gliedes ergibt wie-
derum die erste Zahl.

n = 12496 (als Startglied)
S(n) = 14288
S(S(n)) = S%(n) = 15472

S5(n) =n = 12496

Eine beriihmte Kette von 28 befreundeten Zahlen hat n = 14316 als Start-
zahl und es gilt $?%(14316) = 14316, d.h. nach 28 Gliedern endet die Ket-
te wieder bei der Startzahl. Als eine Misch-Struktur von Teilbarkeit und
Ungerad- bzw. Geradzahligkeit erscheint uns nun die schon besprochene
Goldbachsche Vermutung, dafi jede gerade Zahl, grofer als 2, als Summe
zweier Primzahlen darstellbar ist.

Wenn eine Zahl teilbar ist und die Summe aller ihrer moglichen Teiler
wiederum die Zahl ergibt, so ist das schon eine recht ansehnliche Sache.
Wegen dieser perfekten Teilbarkeit nennt man diese Zahlen auch vollkom-
mene Zahlen. Das Perplexe an diesen perfekten Zahlen ist aber, dafs ihre
vollkommene Teilbarkeit auf vertrackte Weise auf perfekt unteilbaren Zah-
len, den Primzahlen, aufgebaut ist. Wie schon frither angemerkt wurde, ist
die allgemeine Struktur der geraden vollkommenen Zahlen V: V = 271
(2™ —1). Aber nur wenn 2" — 1 eine Primzahl ist, also nicht teilbar, liefert die
Struktur 2"~ - (2" — 1) eine vollkommene Zahl. Das ist wirklich der Gipfel
einer Art Vollkommenheit - die gegenseitige Abhidngigkeit von Teilbarkeit
und Nichtteilbarkeit. Dieses Prinzip des gegenseitigen Bedingens gilt auch
fiir die geraden und ungeraden Zahlen. Denn die vollkommenen Zahlen
sind gerade und die Primzahlen, welche fiir deren Definition benétigt wer-
den, sind ungerade Zahlen.

Die numerische Sensibilitiit

Eine numerische Sensibilitdt nimmt die Zahlenverhéltnisse und deren Ei-
genschaften als Modelle fiir andere Verhdltnisse in der Welt (vom Bilder-
rahmen bis zur Architektur). Die numerische Sensibilitit sucht den nu-
merischen Code hinter allen Dingen: Die Zahl als Maf3 aller Dinge, wie es
Pythagoras formulierte. Die Fragmente des Philolaos: Bl “Die Natur aber
ward in der Weltordnung aus grenzenlosen und grenzenbildenden Stticken
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Abbildung 1.7. Roman Opalka, 1-co (Detail), 1965

zusammengefiigt, sowohl die Weltordnung als Ganzes wie alle in ihr vor-
handenen Dinge. ” B4 “Und in der Tat hat alles, was man erkennen kann,
Zahl.” B11 “Denn nichts von den Dingen wire irgendeinem klar, weder in
ihrem Verhiltnis zu sich, noch zueinander, wenn die Zahl nicht wire und
ihr Wesen.” Die Pythagorder behaupteten, “das Wesen aller Dinge sei Zahl”
(Aristoteles). Die Einheit war fiir die Pythagorder sowohl gerade wie un-
gerade, sie leitete sich aus dem Begrenzten und Unbegrenzten her. Laut
Aristoteles nahmen die Pythagorder an, das Unendliche sei identisch mit
dem Geraden. Denn dieses gewéhre fiir sich abgeteilt und von dem Unge-
raden begrenzt den Dingen die Unendlichkeit. Die Pythagorder haben auch
die “figurierte Zahl” eingefiihrt. Sie stellten Zahlen durch die Anordnung
von Steinchen her. Sie legten Figuren mit Steinchen (Dreiecke, Quadrate),
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welche Zahlen darstellten. Die Pythagorder kannten auch schon die Pro-
portionslehre. Archytas (B2): “Es gibt aber drei mittlere Proportionalen in
der Musik: erstens die arithmetische, zweitens die geometrische, drittens
die harmonische”. Auch die Agypter wufSten schon iiber Proportionen Be-
scheid.

Das Wesen von All und Nichts wird also durch den numerischen Code
bestimmt. Auch der genetische Code unterliegt dem numerischen.

Vermehrung und Vererbung gehorchen dem numerischen Code (”Die
Zahlen vermehren sich wie die Tiere”; Merz). Fibonacci ist also ein Ab-
kémmling von Pythagoras, dessen Schule ja gerade in Siiditalien und Sizili-
en eine grofSe Anhédngerschaft gefunden hatte.
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Abbildung 1.8. Kurt Kren, Mama und Papa, Kaderplan, 6/64

Der numerischen Sensibilitdt dienen also Zahlenverhéltnisse als Modelle
fiir andere Verhiltnisse der Welt. Zahlenverhiltnisse als

1. Hilfsmittel fiir die Konstruktion eines Werkes, Erklarung.

2. Verhiltnis von Zahl und Natur, Naturphdnomene als Zahlenphéno-
mene. Die Zahl als Mafisystem der Natur. Zahlgesetze als Weltgeset-
ze, Bewegung der Planeten etc.
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3. Parallelen zwischen Zahlen und anderen Wesenheiten wie Farben,
Worte.

4. Manifestationen physikalischer, biologischer, sozialer und physiologi-
scher Grundsitze, die fiir Harmonie, Ordnung etc. sorgen.

5. Offenbarungen geheimer Zusammenhénge (Cryptanalysis, Wortzah-
lenmystik im Neuen Testament, Numerologie).

Die Fibonacci-Zahlen

Lenardo von Pisa, Sohn (= filius) des Bonacci, deshalb auch Fibonacci ge-
nannt, wollte in seinem Werk “Liber Abacci” von 1202 das arithmetische
und algebraische Wissen seiner Zeit zusammenfassen, wodurch tibrigens
die arabischen Zahlen in Europa bekannt wurden. Auf einer dieser Seiten
steht die kuriose Aufgabe: Wieviel Kaninchenpaare werden im Laufe eines
Jahres, von einem einzigen Paar ausgehend, gezeugt? Unter der Vorausset-
zung, daf$ jedes Paar monatlich ein neues Paar wirft und dafs die Kaninchen
vom zweiten Monat an gebadrfahig sind, gelangte er fiir die einzelnen Mo-
nate zu folgenden Zahlen: 1,2, 3,5,8,13,21,34, .... Diese Zahlenreihe, wo
jede Zahl (nach der zweiten) als die Summe ihrer zwei Vorganger definiert
wird, nennt man Fibonacci-Reihe.

fi=f=1 fn = fn-1+ fa—2 (n groBler als 2)

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, 233, . . . .

Die Fibonaccizahlen stehen also in einem arithmetischen Verhiltnis, da die
Differenz zweier aufeinanderfolgender Zahlen (dhnlich wie bei der arith-
metischen Reihe a — b = b — ¢) die Struktur der Fibonacci-Reihe bestimmt,
wenngleich sie nicht wie bei der arithmetischen Reihe konstant ist. Um Mifs-
verstindnisse zu vermeiden, mochte ich hier anmerken, dafs ich in diesem
Aufsatz die Begriffe Folge und Reihe synonym verwende. In der formalen
Mathematik bezeichnet man in der Regel nur eine Folge von Teilsummen
als Reihe.

Die Fibonacci-Reihe hat u.a. folgende Eigenschaften: Jedes Glied der Rei-
he (ab dem dritten) ist das arithmetische Mittel aus seinem Nachfolger und
dem Vorldufer seines Vorldufers. Die Differenz zweier Glieder dieser Fol-
ge, die ein Mittelglied einschlieflen, ist gleich diesem Mittelglied. Eine der
schonsten der elementaren Eigenschaften dieser Folge ist, dafs sie ihre eigene
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Differenzfolge ist: Bildet man die Differenzen b,, = a, 2 — an+1 aufeinan-
derfolgender Glieder der Folge (a,,), so entsteht wieder die Folge (a,,) selbst,
wenn auch leicht verschoben.

Wir haben die Fibonacci-Reihe einfach durch die Werte ihrer Vorldufer
definiert. Wenn wir aber einen allgemeingiiltigen Ausdruck fiir diese Glie-
der haben wollen, kommen wir zu dieser komplizierten Formel:

1 1 et 1 el
anzjg (5[1+\/5]) * —(5[1—\/5]) *

Das Bestiirzende an dieser Formel ist die Tatsache, daf$ die natiirliche Zahl
a, durch einen Ausdruck definiert wird, in dem die Irrationalzahl v/5 ei-
ne wesentliche Rolle spielt. Dies wird noch besonders deutlich, wenn wir

setzen
an

Cp =

an+1
Dann kénnen wir mit Hilfe voriger Formel feststellen, dafs sich ¢,, mit wach-
sendem n dem Wert g = 1(v/5 — 1) annahert.

Die Zahl g charakterisiert aber den Goldenen Schnitt. Dieses Verhéltnis
zeigt sich auch beim Pentagramm oder DrudenfufS. Ein “goldenes” Recht-
eck ist eines, dessen Seiten sich wie 1 : g verhalten.

Besonders interessant fiir die numerische Sensibilitdt macht die Fibonac-
cizahlen ihr exponentielles Wachstum. Sie sind gleichsam “figurierte Zah-
len” des Wachstums. Es gehort zur innersten mathematischen Eigenschaft
der Fibonaccizahlen, daf3 sie exponentiell, d.h. rasch wachsen. Es wire in-
teressant, mathematisch mit Julia Robinson zu zeigen, dafs alle rekursive
Folgen diophantisch definierbar sind, wenn es eine solche Folge mit expo-
nentiellem Wachstum gibt, das ist eben die Fibonacci-Reihe. Deswegen hat
ja Fibonacci angenommen, mit dieser Zahlenreihe hétte er das Muster des
natiirlichen Wachstums entdeckt, vom Wachsen der Pflanzen bis zum Wach-
sen der Hasen. Die Fibonacci-Reihe als numerisches Modell der Evolution.

Bei der Blattanordnung mancher Pflanzen, der Phyllotaxis, spielen die
Fibonaccizahlen eine Rolle. Beim Ubergang von einem zum néchsten Blatt
tritt oft eine Schraubung auf, die zum Beispiel eine halbe Drehung enthilt.
Das Arrangement der Blatter kann also als Bruch definiert werden:

Zahl der vollendeten Drehungen
Zahl der Blitter pro Zyklus

Man spricht dann von 1 Phyllotaxis (Ulme, Linde). Es treten aber auch
die Werte 1 (Buche, Haselstrauch), 2 (Eiche, Aprikose), 2 (Pappel, Birne),
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Abbildung 1.9. Mario Merz, la verticalitad sono assiomi in crescita, 1979

% (Weide, Mandel), auf. Diese Phyllotaxis-Briiche bestehen stets aus Zah-
len der Fibonacci-Reihe. Gerade diese Phyllotaxis ist eines der haufigsten
ikonographischen Motive bei bildenden Kiinstlern neben der Spirale, oder
eine propellerartige Mischung von Phyllotaxis und Spirale. Die Fibonacci-
Zahlen eignen sich eben besonders zur Darstellung des Wachstums und des
Lebens; sie sind eine Frithform von formalen Produktionssystemen. Nicht
nur {iber die Phyllotaxis ist das erfafbar, sondern auch iiber die Spirale.
Denn bei der Ananas zum Beispiel finden wir Arrangements aufsteigen-
der Spiralen als Ergebnis der Phyllotaxis. Spirale und Phyllotaxis sind also
schon in der Natur verbunden.

Von den vielen Eigenschaften und Paradoxien der Fibonacci-Folgen sei-
en jedoch besonders jene untersucht, die sie mit dem Goldenen Schnitt in
Beziehung bringen.?

Die Uberzeugung der Pythagoréer war es, daf jedes Ding und jeder Be-
griff in der Welt durch eine Zahl gekennzeichnet werden kann (Philolaos
von Kroton: “Und wirklich hat alles, was erkannt wird, Zahl. Denn es ist
unmoglich, dafl ohne diese irgend etwas im Denken erfafit oder erkannt
wird”.) Die gegenseitigen Beziehungen der Dinge sind durch das Verhalt-
nis der ihnen zugeschriebenen ganzen Zahlen ausdriickbar. Das griechische
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Wort logos fiir Verhdltnis heifit im lateinischen ratio. Daher nennen wir die
Verhiltnisse ganzer Zahlen rationale Zahlen, sie umfassen die ganzen Zah-
len (5 : 1 = 5) und die gewohnlichen Briiche (1 : 2 = 1/2). Diese schreiben
wir mit einer ganzen Zahl als Zihler iiber und einer ganzen Zahl als Nenner
unter den Bruchstrich: zum Beispiel 2, 7 usw. Da man die ganzen Zahlen als
Verhiltnis schreiben kann, gehoren auch sie zu den rationalen Zahlen wie
die Briiche. Der Pythagordismus war der erste Ausdruck der numerischen

Sensibilitit.

Das Pentagramm und der Goldene Schnitt

Doch ausgerechnet das Geheimabzeichen der Pythagoréer, der regelméfsige
Fiinfstern aus fiinf Linien, das Pentagramm, das Geheimabzeichen der Py-
thagorder, brachte das pythagoraische Weltbild, dafl man die Beziehungen
sdmtlicher Dinge durch das Verhiltnis (den logos) ganzer Zahlen (arithmoi)
beschreiben konne, zum Einsturz. Denn wenn wir das Verhiltnis zwischen

8 C

Abbildung 1.10. Pentagramm

einer Diagonale d des regelméfiigen Fiinfecks (zum Beispiel die Linie von B
nach E in Abb. 1.10) und seiner Seite s (zum Beispiel die Linie von A nach
E in Abb. 1.10), das geometrisch einfach zu bestimmen war, versuchen nu-
merisch darzustellen, dann verhilt sich zwar s : d ungefdhr wie 3 : 5 oder
wie 5 : 8 oder wie 13 : 21, aber nicht genau. Die genannten Verhiltnisse sind
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blofs Ndaherungswerte fiir das tatsdchliche geometrische Verhiltnis. Beim
Pentagramm lautet die Beziehungsgleichung zwischen Diagonale und Seite
d*>=s?+d-soder % ==,

Die Diagonale d verhdlt sich also zur Seite s wie die Seite s zur Differenz
von Diagonale und Seite (d — s). Diese Verhiltnisse miifiten nach pytha-
gordischer Lehre rational sein und d und s folglich ganze Zahlen. Wenn
wir uns nun fragen, welche Zahlenfolgen kommen am ehesten fiir diese Be-
ziehungsgleichung in Frage, so kommen wir wieder auf die Fibonaccizah-
len. Man kann nédmlich die Fibonaccizahlen paarweise in Briiche aus aufein-
anderfolgenden Fibonaccizahlen verwandeln: 1/2,2/3,3/5,5/8,8/13, usw.
Wenn wir nun diese Briiche in Dezimalzahlen verwandeln, kommen wir zu
folgenden Werten (bei drei Dezimalstellen):

1:2 0,500
2:3 0,667
3:5 0,600
5:8 0,625
8:13 0,615
13:21 0,571
21:34 0,618
34:55 0,618

Wir sehen, die Briiche der Fibonaccizahlen streben einem Grenzwert zu:
0,618... Wir konnen aber auch andere Briiche aus Paaren von Fibonacci-
zahlen herstellen, indem wir den Kehrwert von den ersteren bilden und
diesen dann ebenfalls in eine 3-stellige Dezimalzahl verwandeln:

$=1.000 % =1625
& =1.615
31 =1.619

21

=2.000 53 =1.618

=1.500 £ =1.618

=1.667 ! =1.618

=1.600 22 =1.618

oo WUt MW N

Hierbei sind also zunédchst die Zahler und dann die Nenner fortschrei-
tende Fibonaccizahlen. Auch diese rationalen Briiche oder ganzzahligen
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Verhiltnisse streben einem Grenzwert zu: 1.618..., dem sie immer ndher
kommen. 5-stellig lautet er 1.61803. .. und ist mit einem anderen berithm-
ten Bruch identisch, den wir erhalten, wenn wir eine beliebige Strecke der
Lange x + y so in zwei Teile teilen, dafl das Verhilinis der ganzen Strecke
(z+y) zur groBeren Strecke x das gleiche ist wie das Verhdltnis der groieren
Strecke z zur kleineren Strecke y.

Dieses Verhéltnis nennen wir den Goldenen Schnitt:

T+y @

z y

Ausmultipliziert ergibt das 2> = zy + y> oder z*> — zy — y*> = 0, oder
5y° T
(xz —y/2)* = 24, welches das Verhiltnis
z _ (1+V5)
y 2
liefert. Es ist @ = 1.61803.. ., also die gleiche Zahl wie der Grenzwert
von Briichen von Zahlen aus der Fibonacci-Reihe.

Abbildung 1.11. Geometrische Konstruktion des Goldenen Schnitts

Die “heilige Verhiltniszahl” des Goldenen Schnitts ist tibrigens die einzi-
ge Zahl, die ganz einfach in ihre reziproke Zahl verwandelt werden kann,
indem man 1 abzieht: z — 1 = % Daraus erhilt man z2 — z — 1 = 0, also
obige Gleichung mit y = 1 eingesetzt, was z = % als Losung hat. Es ist
also

(1++/5) . 2

2 (1+V5)
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Die irrationale Zahl 1.61803 ... hat fiir einige Verwirrung in der Litera-
tur gesorgt und zu Verwechslungen von Fibonacci-Reihe, Goldener Schnitt
und Harmonikalitdt gesorgt, die zwar in Beziehung zueinander stehen,
aber nicht dasselbe sind. Sie alle haben mehr oder minder mit der pytha-
gordischen Tradition zu tun, deswegen wollen wir sie etwas genauer unter-
suchen und differenzieren.

Die Verhiltniszahl des Goldenen Schnitts als Harmoniegesetz hat in der
klassischen Kunst, von Diirer tiber Raffael zu Tizian, eine bekannt grofSe
Rolle gespielt. Dem Goldenen Schnitt GS als Maf$ in der Kunst entspricht
auch ein GS als Maf8verhélinis in der Natur.

“Sehr oft 1463t sich an Blattern und Bliiten das Mafsverhélinis des Golde-
nen Schnitts nachweisen, so beim Blatt des Goldregens, der Alpengédnsedi-
stel, der Maiblume usw. Das Schneeglockchen ordnet seine Bliitenblatter im
gleichseitigen Dreieck an, wihrend uns die Bliiten der verschiedenen Lili-
enarten das zum Sechsstern verdoppelte gleichseitige Dreieck zeigen. Au-
erdem diirfte bekannt sein, daf$ die Bienenwabe aus vielen nebeneinander
gefiigten reinen Sechsecken gebildet wird.

Akeleibliite Glockenblume Seestern
Efeublatt Pentagramm oder Sternfiinfeck Heckenrose

Abbildung 1.12. Proportionsverhiltnis bei Pflanzen und Meerestieren

Abbildung 1.13. Goldene-Schnitt-Proportionen bei Pfanzen, von links Hahnenfufs,
Seidenpflanze, Schachtelhalm

Auch das Quadrat 1463t sich als Grundform vielfach in der Natur nach-
weisen: so treffen wir es in der Verdoppelung als Achtstern bei den Kreuz-
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bliutlern, bei Mannertreu und Wiesenschaumkraut, und als Achteck in selte-
ner Regelmifiigkeit bei der Einbeere, einem staudigen Liliengewéchs. Dage-
gen bildet die ungefiillte Bliite der Dahlie einen achtstrahligen Stern. Noch
hiufiger begegnet uns aber das Fiinfeck und das Sternfiinfeck oder Penta-
gramm, eine Figur, der Jahrtausende hindurch geheimnisvolle Bedeutung
beigemessen wurde. In der Pflanzenwelt treffen wir diese Form am klar-
sten in der Akeleibliite, in der Tierwelt beim Seestern an. Zahlreiche andere
Bliiten, wie die Glockenblume, die Nelke, die Heckenrose, die Lindenbliite,
der Phlox und andere zeigen diese Grundform, ebenso wie verschiedene
Blétter, etwa das Himbeerblatt. Ziehen wir beispielsweise die Pentagramm-
form tiber ein Efeublatt, so stellen wir bei aller Unregelméfiigkeit, die dieses
Blatt sonst aufweist, fest, dafs die Grundverwandtschaft mit der Fiinfecks-
form besteht. Es scheint, als bemiihe sich die Natur, der idealen mathe-
matischen Grundform so nahe wie moglich zu kommen. Die Abbildungen
verdeutlichen dies.

Gerade der Fiinfstern, also das bereits erwdhnte Pentagramm, hat fur
unsere weiteren Betrachtungen besondere Bedeutung, teilen sich doch die
Pentagrammseiten "stetig” im Goldenen Schnitt, dem wir in der Natur auch
beim Wachstum der Pflanze, bei einem edel gebauten menschlichen Koérper
oder den Abmessungen eines Pferdekorpers begegnen. So fiihrt das stetig
fortschreitende Wachstum der Pflanze, wie es der kleine Pappelzweig zeigt,
héufig zu einer stetigen Teilung, wenn auch das ungeschulte Auge oft keine
Regel erkennen kann. Die Strecken zwischen den einzelnen Knotenpunkten
stehen sehr schon im ‘Goldenen Verhiltnis’, das auch bei weiterem Langen-
wachstum beibehalten wird.” [Hangenmaier, 1977].

Die harmonikalen Proportionen und der pythagoriische Traum

Die Harmonik geht auf Pythagoras zuriick. Ihre Lehre ist, dafl nicht nur
unser Ohr ganzzahlige Intervallproportionen bevorzugt - die Pythagoréer
glaubten ja daran, daff die ganze Welt durch das Verhltnis (logos) ganzer
Zahlen beschrieben werden kann -, sondern dafd diese Intervalle der Mu-
sik auch Naturgesetze sind, siehe Johannes Keplers “Weltharmonik”. Die
12 musikalischen Hauptintervalle entstehen durch die Teilungen einer Sai-
te nach ganzzahligen Verhiltnissen. Schwingt eine Saite (einer beliebigen
Lange), erhalten wir den Grundton, die Tonika. Vibriert nur mehr die Half-
te, besteht also das Verhdltnis 1:2, steigt der Ton und wir erhalten die Ok-
tave. Das Verhiltnis der Saitenldngen, die schwingen, zu denen, die nicht

44



schwingen, kann auch als Verhaltnis von Wellenldngen und von Frequenzen
aufgefafst werden. Wo immer aber die gleiche Proportion zwischen schwin-
gendem und ruhigem Saitenabschnitt vorhanden ist, erklingt das gleiche
Intervall. Die weiteren Proportionen der 12 Hauptintervalle sind

2:3  Quinte (der Ton steigt um ein Fiinftel) 5:9 kleine Septime

3:4  Quarte 8:9 grofle Sekunde
3:5 grofie Sexte 8:15  grofle Septime
4:5 grofe Terz 15:16 kleine Sekunde
5:6 kleine Terz 32:45 Tritonus

5:8 kleine Sexte

Fiir die traditionelle Musiktheorie gelten die Intervalle bis zur kleinen
Sexte als Konsonanzen, der Rest als Dissonanzen.

In harmonischer Proportion befinden sich die 3 Zahlen a, b und ¢ in fol-
gender Proportion:

—

1 1 c c—b
5T T
Man nehme zum Beispiel fiir a,b und ¢ : 2,3 und 6. Gerade die Folge der
Konsonanzen hat Glieder: 1:2,2:3,3:5,5 : 8 (Oktave, Quinte, grofie Sex-
te, kleine Sexte), die mit den ersten Gliedern der Fibonacci-Reihe, als Briiche
definiert, tibereinstimmen: 1/2,2/3,3/5,5/8...bzw. 2/1,3/2,5/3,8/5... .
Und gerade diese rationalen Briiche oder ganzzahligen Verhiltnisse bzw.
Proportionen kommen dem tatsdchlichen geometrischen Verhdltnis zwi-
schen Diagonale d und Seite s im Pentagramm immer ndher, und zwar je
dichter das Proportionsintervall, desto genauer. Die Beziehungsgleichung
zwischen Diagonale d und Seite s lautet ja beim Pentagramm: d® = s? +d-s.
DemgemiB giltd : s = s : (d — s). d soll sich zu s wie s zur Differenz von
d — s verhalten.

Dieses Verhiltnis miifite nach pythagoraischer Lehre rational sein, daher
d und s ganzzahlig. Versuchen wir nun, diese Forderung zu erfiillen, und
dieses (geometrische) Verhdltnis von d und s mit Zahlen zu besetzen, so
sehen wir, dafs dies mit Paaren aus der Fibonacci-Reihe oder Harmonik am
besten gelingt.

SHN
o>

d 123581321
5 11235813
d—s 0112358

d _ _s
s

= 7% kann man ja transformieren in d(d — s) = s - s .
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Wenn wir nun die obigen Zahlen in diese Gleichung einsetzen, miifiten
bei d(d — s) und s - s die gleichen Summen herauskommen:

d(d—s)... 023102465168
s-s=s>... 114 92564169

Es klappt nur fast, denn wenn wir die untereinanderstehenden Zahlen die-
ser Zeilen vergleichen, sehen wir, daf8 der Unterschied immer geringer wird,
je grofer die Zahlen werden. Dennoch wird man nie zwei Zahlen finden,
seien sie noch so grof, fiir welche d(d — s) exakt gleich s - s(= s?) ist.

Was war nun diese Beziehung von Diagonale d und Seite s im Penta-
gramm eigentlich? Wenn wir d als ganze Strecke = plus y nehmen, und s als
die groflere Strecke, dann ergibt die Differenz d — s = (2 + y) — 2 also die
kleinere Strecke y . Wenn sich nun d : s wie (z + y) : z verhalten soll, dann
verhélt sich auch s : (d — s) wie z : y. Das bedeutet aber: d : s = s : (d — s)
beschreibt die gleiche Proportion wie (z + y) : @ = z : y. Das Verhéltnis
d:s =s:(d—s) des Pentagramms hief bis zum Mittelalter “proportio
divina” und seit der Renaissance Goldener Schnitt.

Diese Proportion war zwar durch die Fibonaccizahlen am anndherndsten
mit Hilfe ganzer Zahlen zu errechnen - wie es der Pythagordische Traum
vorschrieb -, aber wie wir gesehen haben, nie exakt. Es blieb immer ein
Rest. Dieser bedeutet, daff Diagonale und Seite eines Pentagramms in ih-
rem Verhiltnis nicht durch zwei ganze Zahlen, als rationaler Bruch, dar-
stellbar sind, dafs also d und s kein gemeinsames Maf3 haben, also inkom-
mensurabel sind. Das Verhiltnis der grofieren Strecke x (Major) zur kleine-
ren Strecke y (Minor) des Goldenen Schnitts tendiert zwar wie die Briiche
aus aufeinanderfolgenden Fibonaccizahlen einem Grenzwert zu, namlich

% = % = 1.61803.. ., doch ist dies wegen /5 ein irrationaler Bruch.

In der Praxis wire diese Inkommensurabilitit, UnmefSbarkeit, durch ein
Fortsetzen der Fibonacci-Reihe zu immer grofleren Zahlen vernachléssig-
bar und das Verhiltnis von d : s bzw. z : y mit gewiinschter Genauig-
keit erreichbar gewesen, doch theoretisch nicht mehr. So zerbrach der Py-
thagordische Traum und der Begriff der Inkommensurabilitidt tauchte auf.
Fiir den Hauptwert des Goldenen Schnitts (0,618), den Major, kannte man
bereits seit der Antike als Anndherungslosung die harmonikale Proportion
5:8 (=0,625), die nur um 0,007 von ihm abweicht. Wahrscheinlich hat man
aus praktischen Griinden immer mit solchen Anndherungswerten gearbei-
tet, die man aus der Harmonik oder der Fibonacci-Reihe nahm.
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Man kann mit Quadraten von den Seitenldngen 1,2, 3,5,8,13. .. (also Fi-
bonaccizahlen) Rechtecke aufbauen, deren Seitenverhéltnisse stindig besser
dem des Goldenen Schnitts entsprechen. Die Fibonaccischen Zahlenverhalt-
nisse nidhern sich immer besser dem irrationalen Verhéltnis d : s an, so wie
man aus jedem Rechteck, dessen Seitenliangen gleich Diagonale d und Seite
s eines regelméafligen Fiinfecks sind, durch Abspaltung eines Quadrates ein
dem vorigen dhnliches Rechteck bekommt - man aber an kein Ende kommt.

1 3 6 8 10
? ? fis gis b
C D E F G A H L

] 2 4 5 7 9 1 12

Abbildung 1.14. J. S. Bach, wohltemperiertes Klavier

Eine andere Anndherung an die harmonikalischen Proportionen hat
J. S. Bach mit seinem wohltemperierten Klavier durchgefiithrt. Wahrend
die griechische Harmonielehre bzw. die Fibonacci-Reihe auf ganzen Zahlen
und deren Verhiiltnis aufgebaut (also arithmetischer Natur) waren, konstru-
ierte Bach eine geometrische Reihe (dhnlich der geometrischen Natur des
Goldenen Schnitts) als Basis fiir seine Harmonik.* Wie bereits erwahnt, ist
das Schwingungsverhiltnis von Tonika zu Oktav 1:2.

Die 11 zwischen Tonika und Oktav liegenden Téne sollen sich nicht durch
(verschiedene) ganzzahlige Verhiltnisse ergeben (wie dies ein sehr guter
Geigenvirtuose auszufiihren vermag, indem er mit dem Bogen die Saiten in
entsprechenden Proportionen zum Schwingen bringt), sondern alle in glei-
chem Verhiltnis zueinander stehen. Das bedeutet fiir aufeinanderfolgende
Tone z,y, z die Beziehung z : y = y : z oder y = \/z - z (geometrische Reihe).
Damit das Verhiltnis 1:2 zwischen Tonika und Oktav auch erhalten bleibt,
wenn alle benachbarten Téne ein konstantes Schwingungsverhiltnis haben,
ist es notwendig, daf dieses gleich 1 : %/2 ist. Von der Tonika zur Oktav
kann man daher die einzelnen 12 Toéne durch die folgende geometrische
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Abbildung 1.15. Arnold Schénberg, Zwolftondrehscheibe fiir “Bldserquintett op.
26”7, (©Arnold Schonberg Center, Wien

Abbildung 1.16. Arnold Schénberg, Zwolftonreihenschieber fiir “Serenade op. 24
(box 24)”, ©Arnold Schonberg Center, Wien

Proportion genau festlegen: 1, ¥/2, ( ¥/2)2, ( ¥/2)%, (¥/2)*, ..., ( V2)",2.

Aus dieser Gleichberechtigung aller Téne durch Gldttung der arith-
metischen Verhdltnisse entwickelte sich die 12-Tonmusik Hauers und
Schonbergs mit ihren eigenen Gesetzmafsigkeiten.
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Das Ende des pythagoriischen Traums

Wegen der Ungenauigkeit der Messungen kann das Vorkommen des Gol-
denen Schnitts in Wirklichkeit ein Beweis fiir harmonikalisches Bauen sein.
Die Fibonacci-Reihe schlédgt eine Briicke zwischen zwei unversohnlichen
Gegnern, dem Goldenen Schnitt, der Serie irrationaler Briiche, und der Har-
monik, der Serie rationaler Briiche.

Desweiteren wurde die Apotheose des Goldenen Schnitts durch Luca Pa-
cioli (1445-1514) in seinem Buch “Divina proportione” (mit Abbildungen
von Leonardo da Vinci) unter dem Eindruck des religiosen Dogmas von
der Trinitdt gefiihrt, sodal es durchaus wahrscheinlich ist, daff in Wahr-
heit bis dahin nach harmonikalischen Intervallproportionen gebaut wor-
den war, was einfacher, meflbarer und rationaler (im doppelten Sinne des
Wortes) war als mit den irrationalen, inkommensurablen, komplizierten
Goldenen Schnitt-Zahlenverhéltnissen. Oder man baute nach Fibonacci-
Zahlen, deren Briiche ja auf einen Grenzwert zu tendieren, welcher der Ma-
jor des Goldenen Schnitts (0,618...) ist. Die Fibonacci-Reihe schlédgt also
eine Briicke zwischen dem Goldenen Schnitt und der Harmonik: Der Major
liegt namlich den musikalischen harmonikalischen Konsonanzen in Gestalt
der beiden Sexten (3:5, 5:8) am néchsten.

Harmonik, Goldener Schnitt und Fibonacci-Reihe beriihren sich in vielen
Punkten, stehen aber im Grunde jeder fiir sich, wenn nicht in Gegensatz
zueinander. Sie bilden die bzw. kommen aus der ersten Grundlagenkrise
der Mathematik. Wir haben gesehen, die Harmonik besteht aus ganzzah-
ligen Intervallproportionen, welche wie die Fibonaccizahlen ein ganzzah-
liges Verhiltnis zueinander haben, ein arithmetisches (arithmos bedeutet
ganze Zahl) Verhiltnis. Der Goldener Schnitt ist aus Strecken gebildet, die
nicht exakt durch das Verhiltnis zweier ganzer Zahlen ausgedriickt werden
konnen, sie sind inkommensurabel, aber man kann sie zeichnen, sie haben
ein geometrisches Verhiltnis. Die Fibonacci-Reihe ist die Zahlenfolge, mit
der man am besten die stetige geometrische Teilung des Goldenen Schnitts
ganzzahlig darstellen kann (in ganzzahligen rationalen Briichen).

Die Fibonaccizahlen kamen dem pythagordischen Traum am néchsten.
Denn das Verhiltnis von Diagonale d und Seite s des Pentagramms, das
inder Formd : s = s : (d — s) als “gottliche Proportion” bzw. “Goldener
Schnitt” bekannt ist, ist durch Fibonaccizahlen am anndherndsten zu errech-
nen, wenn auch nicht ganz. Denn wie die Briiche aus aufeinanderfolgenden
Fibonaccizahlen strebt auch das Verhdltnis der grofseren Strecke zur kleine-
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ren Strecke des Goldenen Schnitts einem Grenzwert zu, nimlich

f:mzl.msw..,
Y 2

doch ist dies wegen v/5 ein unendlicher irrationaler Bruch, was soviel heifit
wie, dafs eben der Goldener Schnitt nicht restlos durch rationale Briiche gan-
zer Zahlen beschreibbar ist, sondern ein unaufloslicher, wenn auch bei im-
mer grofieren Fibonaccizahlen immer kleiner werdender Rest bleibt — das
Unendliche (welches die Punkte . .. bedeuten).

Der Goldene Schnitt und die Harmonik sind gewissermafien Gegner.
Ein irrationaler Bruch ist ein Quotient von Zahlen, der (im allgemeinen im
Zihler) mindestens eine Wurzel (aus einer positiven Zahl) enthilt, sodaf$ er
einen unendlichen nichtperiodischen Dezimalbruch ergibt. Ein rationaler
Bruch ist ein Quotient zweier natiirlicher (oder ganzer) Zahlen, was einen
endlichen oder periodischen (in seiner Bauart also durch endlich viele Zif-
fern beschreibbaren) Dezimalbruch ergibt.

Der harmonikalische pythagordische Traum geht davon aus, daf$ die Welt
durch das Verhiltnis ganzer Zahlen beschrieben werden kann. Da das grie-
chische Wort fiir Verhiltnis logos im Lateinischen ratio heifit, nennen wir
die Verhiltnisse ganzer Zahlen (arithmoi) rationale Zahlen. Sie bilden auch
den Mythos fiir einen rationalen, logischen Aufbau der Welt. Doch aus
der Zahl selbst, aus den Eigenschaften der arithmoi, den Verhéltnissen gan-
zer Zahlen, wurde die Irrationalitdt geboren. Aus dem Schofle der Ratio,
dem Zahlenverhiltnis, entsprang die Irrationalitdt. Das Symbol des Mafses,
die Zahl, gebar auch die Idee der Inkommensurabilitdt, des Nichtmefiba-
ren. Denn ausgerechnet das Geheimabzeichen der Pythagoraer, das Pen-
tagramm, lief sich nicht exakt ganzzahlig, rational darstellen. Wenn schon
nicht einmal das Pentagramm als Verhéltnis ganzer Zahlen beschrieben wer-
den konnte, dann natiirlich auch nicht die Welt. Die Pythagoréer trugen die-
sen Traum dennoch weiter, obwohl ihnen schon seit dem 5. Jahrhundert vor
Christi der Begriff der Inkommensurabilitdt bekannt war: Der Beweis fiir
die Unmdoglichkeit, das Verhiltnis der Quadratwurzel aus 2 zur Einheit in
ganzen Zahlen auszudriicken, also der Unmoglichkeitsbeweis fiir die Bezie-
hung d? : s = 2s? : d>. Die Seite s und die Diagonale d des Quadrates waren
schon inkommensurabel. Die ungeheure Tragweite dieser Entdeckung der
Inkommensurabilitidt und des Irrationalen aus dem Schofie des Mafses und
der Ratio selbst hat nicht nur die griechische Mathematik erschiittert.®
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Der neue pythagoriische Traum: das digitale Prinzip

Der neue pythagordische Traum lautet: kann ein Computer die Welt perfekt
simulieren? Nicht nur in der Antike, auch in der Neuzeit traumt man vom
pythagordischen Prinzip. Die Beschreibbarkeit der Welt durch ganze Zahlen
steigerte sich mit dem Church-Turing Prinzip zum Ideal der effektiven Be-
rechenbarkeit der Welt. David Deutsch definierte 1985 dieses Prinzip nach
den Namen zweier Logiker: “Every finitely realizable physical system can
be perfectly simulated by a universal model computing machine operating
by finite means”[Deutsch, 1985].

George Boole (1815-1864) hat im 19. Jahrhundert in seinem Buch “Laws of
Thought”, der Begriindung des Logikkalkiils, diesem Traum die Grundlage
geliefert, indem er die Grundlage fiir eine Verbindung von Zahl und Elek-
trizitdt lieferte. In diesem Buch steht der Satz “Die Bedeutung der Symbole
0 und 1 im System der Logik sind das Nichts und das All”. Er folgt da-
bei der Spur des bindren Zahlensystems von Leibniz, das darin besteht, alle
Zahlen durch blo8 zwei Ziffern (0, 1) darzustellen. Die bindre Darstellung
der Zahlen gehort zur Grundlage der digitalen Welt. Denn erst mit ihrer
Hilfe kann man durch Elektrizitdt Zahlen darstellen, kann der Computer
rechnen. Hat ndmlich der Logiker Boole die Symbole 0 und 1 mit Nichts
und All gleichgesetzt und darauf einen Logikkalkiil, eine Netzalgebra etc.
aufgebaut, so konnte der Ingenieur daraus Schaltungssysteme ableiten, in-
dem er fiir das Symbol 1 Elektrizitdt und fiir das Symbol 0 Nicht-Elektrizitat
setzte. Flof$ Strom durch die Leitung hief} das 1, flof kein Strom durch die
Leitung hiefs das 0. Mit dieser sequentiellen Abfolge von Strom und Nicht-
strom, von Elektrizitit und Nichtelektrizitit, von 1 und 0 konnte der Com-
puter (eine elektrische Maschine) Zahlen darstellen und Rechenvorginge
ausfiihren. Die Darstellung digitaler Zahlen (das sind Zahlen, die nur durch
zwei Ziffern ausgedriickt werden, namlich 0 und 1) durch Elektrizitat und
Nicht-Elektrizitit bildet die Basis fiir die elektronische Welt des Computers,
fuir unsere elektronische, digitale Welt. Ein Dualismus, der sich aber zu et-
was neuem verbindet (ndmlich zwei Ziffern, die jeweils durch eine andere
Anordnung eine andere Zahl darstellen), zeichnet das digitale Denken aus.
Dieser bindre Code ist die neue Form der numerischen Sensibilitit, der neue
pythagordische Traum: Elektronisierung der Welt. Zahl: Elektrizitat: Digi-
talisierung der Welt. Die Zahl steckt also nicht nur hinter der Proliferation
des Hasen, sondern steht auch in Zusammenhang mit der Elektrizitdt. Das
digitale Prinzip ist also der neue pythagordische Traum.
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Der quantifizierende Geist, 1'esprit de la géometric, hat bereits im 18.
Jahrhundert einen ersten Hohepunkt erreicht. Nach 1900 erschienen meh-
rere Werke, die den “geometrischen Geist” bzw. das digitale Prinzip spe-
zifisch auf das Wachstum von Formen lebender Organismen anwendeten.
Theodore Andrea Cook publizierte 1903 “Spirals in Nature and Art” und
1914 “The Curves of Life”, ein Werk, das ganz der Spirale (the most beauti-
ful of curves” - A.R. Wallace) und ihrem geschichtsméachtigen Wirken in der
Biologie, Botanik, Kosmologie, Architektur und visuellen Kunst gewidmet
war [Cook, 1979]. Die endlose Kurve der Spirale vermittelte den Eindruck
kontinuierlicher Bewegung.

Die Spirale oder die Helix ist ein Phdnomen, das so oft in allen Formen
des Wachstums, bei Pflanzen, bei Tieren, beim menschlichen Kérper, vom
Andromeda-Nebel bis zur DNA (Doppel Helix) beobachtet wurde, daf$ die
Vermutung nahe liegt, sie ldge allem Wachstum und damit allen Formen
des Lebens zugrunde. Insbesondere die logarithmische Spirale (“Spira mi-
rabilis” nannte sie Bernoulli 1691) wird als Manifestation jener Energie be-
trachtet, die beim Wachstum organischer Korper arbeitet. Cook ist sich al-
lerdings klar, daf8 der Geometrisierung des Lebens (“to define a natural ob-
ject in mathematical terms”) Grenzen gesetzt sind und ebenso dem organi-
schen Aspekt der logarithmischen Spirale (“a logarithmic spiral is as near
as we can get in mathematics to an accurate definition of the living thing”)
[Cook, 1979].

In der Geschichte der Kunst sind allerdings in der Tat Spiralformen, be-
sonders wegen ihres Aspektes der Symmetriebrechung und der Chiralitat
(Links- oder Rechts-Handigkeit), gerne als “Kurven des Lebens” zur Dar-
stellung des Lebens beniitzt worden.

Das gnomonische Wachstum und die logarithmische Spirale

Die logarithmische Spirale und ihre Eigenschaft des gnomonischen Wachs-
tums hat auch D’Arcy Thompson bei seinem Studium des Wachstums le-
bender Organismen fasziniert. In seinem Buch “On Growth and Form”
(1914) hat er der “gleichwinkligen Spirale”, wie Descartes und Roger Co-
tes die logarithmische Spirale nannten, ein eigenes Kapitel gewidmet. Was
ihn bei der Spirale als Wachstumsform interessierte, war, dafs das spirali-
ge Gehiuse, wie auch das darin enthaltene Lebewesen, an Grofie zunimmt,
aber seine Form nicht verdndert: “Die Existenz dieses konstanten Wachs-
tumsverhaltnisses oder dieser konstanten Formahnlichkeit ist das Wesentli-
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Abbildung 1.17. Robert Smithson, Spiral Jetty, Great Salk Lake, Utah, 1970

Abbildung 1.18. Peter Weibel, Eadem Mutata Resurgo, logische Spirale, 1975.

che bei der gleichwinkligen Spirale.”[Thompson, 1966].

Darauf hatte schon Christian Wiener in den "Grundziigen der Weltord-
nung” (1863) hingewiesen. Jeder Zuwachs gleicht seinem Vorgdnger. Das
Wachstum geschieht durch symmetrische Ausdehnung und so bleibt seine
Form unveréndert bewahrt. Diese Eigenschaft kontinuierlicher Ahnlichkeit
gibt es unter allen Kurven nur bei der gleichwinkligen bzw. logarithmischen
Spirale. Daraus entsteht die gnomonische Eigenschaft der Spirale, nimlich
beim Wachstum aufier der Grofie keine Verdnderung zu erleiden: Formin-
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Abbildung 1.19. Links: Polyprion, rechts: Pseudopriacantus altus

N

Abbildung 1.20. Gnomonische Figuren

varianz bei Skalierungsvarianz, vergleichbar den Fraktalen. Ein Gnomon ist
eine Figur, die, wenn sie zu irgendeiner anderen Figur hinzugefiigt wird, ei-
ne dem Original dhnliche Figur entstehen ldfst. Symmetrisches Wachstum ist
also gnomonisch, das heifit, “dafs jeder folgende Zuwachs seinem Vorganger
dhnlich ist, und zwar dhnlich sowohl in Bezug auf die Vergrofierung wie auf
die Anordnung.”[Thompson, 1966].

Doch Thompson warnte vor der “mystischen Vorstellung”, die Spirale
selbst als Manifestation des Lebens zu sehen, da sie ja aus lebloser Sub-
stanz geformt wird. Thompson beharrte darauf, dafl die Formen und
Formverdnderungen von Organismen, die durch Bewegung und Wachs-
tum in Erscheinung treten, mit Hilfe physikalischer Methoden und Uber-
legungen, die mit mathematischen Gesetzen iibereinstimmen miissen, er-
klart werden konnen. Der Zustand und die Form eines Organismus wie
auch die Verdanderung dieses Zustandes bzw. der Form sind das Resul-
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tat einer Anzahl von Kriften und Energien: “Die Morphologie ist nicht
nur ein Studium materieller Dinge und der Form der materiellen Din-
ge, sondern besitzt auch die dynamischen Aspekte, in deren Rahmen wir
uns mit Hilfe von Kréiftebegriffen mit der Deutung von Energievorgangen
befassen.”[Thompson, 1966].

Die Vorstellung einer dynamischen Symmetrie, die auf den Gesetzen
der Thermodynamik aufgebaut ist, war also schon vorhanden (siehe auch
Jay Hambridges “Dynamic Symmetry” von 1920). Fiir die Entwicklung,
das Wachstum und die Verdnderung von Formen fiihrte Thompson selbst
mathematische Modelle ein, die berithmten cartesischen Transformationen.
Unter den Fischen entdecken wir eine grofie Mannigfaltigkeit von solchen
Deformationen.

Abbildung 1.21. Mario Merz, each 5 numbers nature growth herself, 1979.

Thermodynamisch definierte Formen

Die mathematischen Aspekte und dynamischen Prinzipien der Morpholo-
gie, auf die Thompson hingewiesen hatte, verfolgte auch Matila Ghyka in
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“The Geometry of Art and Life” (1946). Auch hier spielt die logarithmische
Spirale eine Rolle. Ghyka verweist besonders auf die pentagonale Symme-
trie als spezifisch fiir die vektorialen Pulsationen des Wachstums von le-
benden Organismen. Er beruft sich dabei auf FM. Jaegers “Lectures on the
principle of symmetry and its applications in natural science” (1917). Aber
diese Positionen, die Spiralen als Geometrie des Lebens selbst zu betrach-
ten, sind schon von Thompson als “mystisch” widerlegt worden. Ghykas
Verdienst ist es hingegen, thermodynamische Prinzipien zur Definition der
Formen eingefiihrt zu haben. “The most general principle governing the
states of equilibrium of physico-chemical systems is the ‘Criterium of Di-
richlet”: in order that the equilibrium of a closed system should be stable
it is sufficient that its potential energy should be (or should pass through)
a minimum.”[Ghyka, 1977] Alfred J. Lotka hat 1922 auf die Bedeutung der
Energieproblematik fiir gestaltbildende Reaktionen hingewiesen (The Ener-
getics of Evolution).

Fraktales Wachstum: Symmetrie und Selbstsimilaritiit

Benoit Mandelbrots Untersuchungen zur “fraktalen Geometrie der Natur”
[Mandelbrot, 1983] die aus seinem Essay “Les objets fractals: forme, ha-
sard et dimension” (1975) hervorgingen, haben ebenfalls zum Ziel, Irregula-
ritdten und Singularitdten der Formbildung mathematisch zu beschreiben.
Die “mathematischen Monster”, die er Fraktale nannte, bilden einen Teil
jener Geometrie des Wachstums, jener Formen in der Natur (Wolken, Ber-
ge, Walder, Kiisten), die besonders irreguldr scheinen, doch in der Tat sym-
metriedhnlichen Gestaltprozessen unterliegen. Zum Beispiel kénnte wegen
der Identitdt der Irregularitit in allen Skalierungen die fraktale Iteration des
Sierpinski-Teppichs mit dem gnomonischen Wachstum der logarithmischen
Spirale verglichen werden.

Fraktale Objekte entstehen durch sukzessive Einsetzungs- und Erset-
zungsprozesse bzw. Umformungsregeln. In einen Initiator wird ein Ge-
nerator eingesetzt, zum Beispiel in eine gerade Linie eine gebrochene Linie,
wobei in die verbleibende gerade Linie der neuen Form wieder gebroche-
ne Linien eingesetzt werden, also rekursiv vorgegangen wird. So entsteht
eine weitere “Kurve des Lebens”, die Schneeflockenkurve, 1905 von Koch
vorgeschlagen.

Mit fraktalen Objekten erreicht der esprit de la géometrie eine neue Nihe
zum Wachstum der Natur, zum Beispiel zu den Pflanzen. Biume und Pflan-
zen sind wegen ihrer rekursiven Verzweigungsstruktur bzw. wegen ihrer
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VAN

generator

Abbildung 1.22. Schneeflockenkurve nach Koch

Bifurkation zum Teil als Fraktale darstellbar. Die fraktale Iteration, die re-
kursive Ersetzung gleicher Objekte, fiihrt zu einer Struktur, wo alle Teile ei-
ner Gestalt eine geometrische Ahnlichkeit zum Ganzen haben. Diese Selbst-
similaritdt als Struktur zwischen den Teilen und dem Ganzen ist eine rele-
vante Eigenschaft, wenn auch abstrahiert, von Pflanzen.

Fraktale konnen als vereinfachte abstrahierte Reprasentationen von rea-
len Pflanzen betrachtet werden, wobei die rekursiven Entwicklungsme-
chanismen nicht mehr Symmetrie oder Spirale sind, sondern Selbstsimi-
laritdt und Entwicklungsalgorithmen. Symmetrie wird als Invarianz ei-
ner Konfiguration von Elementen gegentiber einer Gruppe von automor-
phen Transformationen definiert, welche Transformationen Kongruenzen
sind, die durch Rotation, Reflexion und Translation erreicht werden. Kénn-
te daher Selbstsimilaritat als Spezialfall der Symmetrie unter Skalierungs-
operationen betrachtet werden? Nein, aber wenn auch Selbstsimilaritat
schwiécher ist als Symmetrie, ist Selbstsimilaritdt dennoch ein Paradigma
fiir Strukturen in der natiirlichen Welt, besonders in der Botanik.

Formale Grammatiken

Das rekursive Ersetzen eines Teils des Ausgangsobjektes durch (selbst)dhn-
liche Elemente kann auch als Umschreib- bzw. Umformungsprogramm de-
finjert werden. Die fraktale Kurve einer Schneeflocke ist das Ergebnis einer
Umschreibregel, wo rekursiv offene Polygone ersetzt werden. John Con-
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ways populdres “game of life” von 1970 ist ein Umschreibemechanismus,
der sich auf Felder bezieht.

Der norwegische Mathematiker Axel Thue hat 1914 mit seiner Arbeit
“Probleme {iber Verdnderungen von Zeichenreihen nach gegebenen Re-
geln” das erste Umformungs- bzw. Umschreibe-Programm geliefert, das
iiber Buchstaben-Ketten operiert. Sein Problem war: Wie kann ich wis-
sen, ob aus einem endlichen Alphabet X (zum Beispiel A, B,C,D,E, F)
mit einigen Umformungsregeln der Gestalt u — v (zum Beispiel ABA —
CA,DA — D) eine gegebene Zeichenkette ableitbar ist (ist ABADAEBC in
CC A uiberfiihrbar)?

Emil Post hat 1947 die “rekursive Unlosbarkeit” des Thue-Wortproblems
bewiesen, das heifit, daf$ es kein allgemeines Verfahren zur Losung gibt.
Semi-Thue-Systeme erwiesen sich aber in den fiinfziger Jahren als Modelle
zur Beschreibung formaler syntaktischer Strukturen der natiirlichen Spra-
che sehr brauchbar (N. Chomsky). Backus und Naur verwendeten eine
auf Umformung basierte Notation, um eine formale Definition der Pro-
grammiersprache ALGOL-60 (Algorithmic Language) zu besorgen. Um-
formungsprogramme, Umschreibesysteme von Zeichenketten waren also
gleichsam linguistische Wachstumsprogramme. 1968 fiihrte der Biologe
Aristid Lindenmayer neue Zeichenketten-Umschreibemechanismen ein, die
spdter sogenannten L-Systeme, wo alle Buchstaben eines Wortes parallel
und simultan, nicht sequentiell wie bei Chomsky, ersetzt werden. Die ein-
fachste Klasse der L-Systeme sind die deterministischen kontextfreien L-
Systeme, DOL-Systeme genannt. Wenn wir eine Zeichenkette aus den Buch-
staben a und b haben und die Umformungsregeln ¢ — ab und b — a und
das Axiom b gegeben sind, dann erhalten wir am Ende der Entwicklung die
in der Abbildung 1.23 wiedergegebene Sequenz.

Dieser Formalismus kann benutzt werden, um die Entwicklung von Zel-
len zu simulieren. Die komplexen Formalismen der L-Systeme werden zum
mathematischen Instrument, Wachstumsprozesse zu simulieren.

Przemslaw Prusinkiewicz und Aristid Lindenmayer haben die “algorith-
mische Schonheit der Pflanzen” [Prusinkiewicz und Lindenmayer, 1990] ge-
zeigt. Die Sprache der Mathematik beschreibt besser denn je die Entwick-
lung von Pflanzen. Mit Hilfe der auf den L-Systemen aufgebauten formalen
Produktionssystemen konnen Pflanzen im Computer perfekt simuliert wer-
den. Geometrische Eigenschaften von Pflanzen wie bilaterale Symmetrie
der Blitter, Rotationssymmetrie der Blumen etc. werden durch die Eigen-
schaft der Selbstsimilaritét (eine schwachere Symmetrie) ergénzt. Selbstahn-
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Abbildung 1.23. Beispiel einer Ableitung in einem DOL-System.

lichkeit entsteht dort, wo ein Teil einer Form geometrisch dhnlich dem Gan-
zen der Form ist. Selbstsimilaritdt verbindet daher Pflanzenstrukturen mit
fraktaler Geometrie. Selbstsimilaritédt in Pflanzen ist das Ergebnis von Ent-
wicklungsprozessen, welche “die Form eines Organismus zu einem Ereignis
in Raum und Zeit” (Thompson) machen. Nicht mehr die Form von Orga-
nismen der Natur wird statisch visuell simuliert, sondern das Gesetz des
dynamischen Wachstums dieser Organismen wird mathematisch simuliert.
Wir kénnen den Prozefs des Wachsens simulieren, nicht nur dessen Ergeb-
nis: die Form. Diese Entwicklungsalgorithmen werden vom Formalismus
der L-Systeme erfaf3t, die ein Teil der Theorie der formalen Sprache sind. Sie
spielen heute im computergestiitzten Film, in der Kunst, in der Architektur
bei morphologischen Prozessen eine zentrale Rolle.

Die Sprache der Natur wird in der Tat zu einer Sprache, zu einer formalen
Sprache. Symmetrie, Selbstsimilaritdt, Fraktale etc. werden zu Elementen
einer solchen formalen Sprache, die dem Verstdndnis dynamischer Prozesse
des Wachstums und der Selbstorganisation dient.
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Abbildung 1.24. Christa Sommerer und Laurent Mignonneau: Phototrophie, Eine
interaktive Echtzeit-Computerinstallation, 1994

Anmerkungen

1 Das altchinesische “sakrale” Rechnen begann mit 2 (- -, weibliche oder weiche Linie) und 3 (-,
maénnliche oder feste Linie).
Daraus leitet sich auch die Bewertung der Linien bei der Deutung des Hexagramms ab, den
“acht Urbildern nach Kénig Wen”.
Leibniz hat tibrigens 1703 die Vermutung aufgestellt, die altchinesichen Zahlentheorien seien
ein sinnvolles Ordnungsprinzip des Weltbildes auf bindrarithmetischer Basis: “Erklarung
der bindren Arithmetik, die sich einzig der Zahl-Zeichen 0 und 1 bedient; mit Bemerkungen
iiber ihre Niitzlichkeit und iiber den Sinn, den sie den alten chinesischen Zeichen Fo-his
verleiht”. (G. W. Leibniz: Zwei Briefe iiber das bindre Zahlensystem und die chinesiche
Philosophie. Belser Presse 1969). “Das Uberraschende daran ist, daf diese Arithmetik mit
0 und 1 den Schliissel liefert zum Geheimnis der Linien-Zeichen eines alten Konigs und
Philosophen, genannt FO-HI, der vor mehr als viertausend Jahren gelebt haben soll und den
die Chinesen als den Griinder ihres Reiches und ihrer Wissenschaft betrachten. Es gibt einige
Linien-Zeichen, die man ihm zuschreibt” (Leibniz bezieht sich auch die Pa-kua, die “Acht
Urbilder” oder Trigramme des FU HSI. Der legenddre Kulturschépfer Chinas FU HSI soll
zwischen 2953 und 2838 v. Chr. gelebt haben).
Leibniz fahrt fort: “Sie haben alle Bezug auf diese Arithmetik; man braucht nur das sogenannte
Acht-Cova-Zeichen einzusetzen, das als Grundzeichen gilt, und die Erkldrung anzufiigen,
die ins Auge springt, namlich daf8 erstens eine durchgehende Linie (——) eine Einheit oder
1 bedeutet und daff zweitens eine unterbrochene Linie (— —) fiir Null oder 0 steht. Die
Chinesen wissen seit tausend Jahren nicht mehr, was die Cova-oder Linien-Zeichen des FO-HI
bedeuten; sie haben Kommentare dariiber verfafdt, in denen sie einen, ich weifd nicht wie weit
hergeholten Sinn fiir diese Zeichen suchten, so da8 die RICHTIGE ERKLARUNG JETZT VON
DEN EUROPAERN KOMMEN MUSSTE".
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Maria-Louise von Franz, Schiilerin von C. G. Jung, vertritt die Theorie, daf8 die altchinesische
Zahlenauffassung mit der Idee des Zahlenfeldes verkniipft ist, in dem die einzelnen Zahlen
als “rhythmische Konfigurationen” auftreten: “In den entsprechenden "Weltmodellen” und
mathematischen Gottesbildern dominiert die Bedeutung der ersten vier Zahlen in beson-
derem Mafle, enbso in den systematisierten Divinationstechniken der Vergangenheit”. Im
Klappentest ihres Buches “Zahl und Zeit. Psychologische Uberlegungen zu einer Annéherung
von Tiefenpsychologie und Physik” (Stuttgart [Klett] 1970) wird bemerkt: “Der Archetypus
(im Sinne C. G. Jungs) wird in seinem Ordnungspaket, als welcher sich die Zahl erweist, zu
einer neuen naturwissenschaftlich beschreibbaren Grundlage, die einer Reihe von Disziplinen
gemeinsam ist”. Ubrigens stammt auch das ilteste magische Quadrat aus China. Es wurde
dem Kaiser Yii durch die heilige Schildkrote vom Flusse Lo zugebracht:

41912
3|15|7
8|16

2 Beachtenswert sind die Uberlegungen, die Bombieri hierzu vorbringt: “There are very many
old problems in arithmetic whose interest is practically rich, e.g. the existence of infinitely many
Fermat primes 22" + 1 etc. Some of the questions may very well be undecidable in arithmetic;
the construction of arithmetical models in which questions of this type have different answers
would be of great importance”. (in: Browder, Hg.,: Mathematical Developments arising from
Hilberts’s Problems. Proc. Symp. Pure Math. 28 (1976), American Mathematical Society, II, A,
S. 36).

3 Doch auch in der Gegenwart zeitigten die Eigenschaften der Fibonacci-Zahlen noch sehr
brauchbare Resultate. Matyasevic hat in seiner berithmten (negativen) Losung des 10. Hilbert-
schen Problems die Reihe der Fibonacci-Zahlen wesentlich bentitzt, da diese exponentiell (also
stark) wachst und diophantisch definierbar ist. Die Fibonacci-Reihe ist die erste bekannt ge-
wordene exponentiell wachsende Folge in der Literatur. Diesem historischen Faktum verdankt
sie viel von ihrer Faszination und Stellung.

4 “Musik ist eine verborgene arithmetische Ubung des seines Zahlens unbewufiten Geistes”,
lautet die Definition der Musik bei Leibniz. Bachs Goldberg-Variationen (1742) fiir Cembalo,
dreiflig Variationen, auf einem durchgehenden Passacaglia-Bass aufgebaut, sind ein berithmtes
Beispiel fiir musikalisch-mathematische Proportionen. Vergleiche auch die rationale Asthe-
tik der homophonen Kompositionstechniken der monodischen Harmonielehre, welche die
Einfiihrung des Generalbasses in die Musikgeschichte mit sich brachte, bei Monteverdi, dem
Begriinder der modernen Musik.

5 Dawir die Geduld des Lesers nicht weiter beanspruchen wollen, beenden wir hier diese kleine
Exkursion in die Zahlentheorie mit einem Ausblick auf die noch méglichen Felder und Proble-
me, als da sind: die Abbildung von verschiedenen Quadraten in einem Quadrat, die nume-
rischen magischen Quadrate, die Inversion des Kreises, die Fermatschen Zahlen, Transforma-
tionen, Partial-Funktionen, numeri idonei, die Wurzelschnecke, das harmonische Dreieck, die
Pascal’sche Schnecke, das Diagonalverfahren, die Zahl der Universalbibliothek, die Reihen, die
logarithmische Spirale, die Symmetrie, die Mobius-Schleife, usw. All diese numerischen und
geometrischen Merkwiirdigkeiten haben in der Geschichte der bildenden Kunst, Architektur
und Musik ihre tiefgreifende Wirkung gezeitigt, besonders im 20. Jahrhundert.
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