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Zu diesem Band
Rainer E. Burkard, Wolfgang Maass und Peter Weibel

Im deutschen Sprachraum gibt es selten eine Moglichkeit, sich als Nicht-
Fachwissenschaftler einen Eindruck von der gegenwartigen Forschung im
Bereich der Mathematik und theoretischen Informatik zu machen. Im eng-
lischsprachigen Raum gibt es hingegen nicht nur hervorragende Fachjour-
nalisten, die es vermgen, auch avancierteste Wissenschaftsdisziplinen und
- ergebnisse inhaltlich korrekt und dennoch allgemein verstandlich darzu-
stellen, sondern auch die Fachwissenschaftler selbst unternehmen immer
wieder grofie Anstrengungen, ihre Leistungen oder die Leistungen ihrer
Fachdisziplinen populdr und addquat zugleich darzustellen. Zahlreiche
wissenschaftliche Bestseller, von Stephen J. Hawkings tiber John Casti bis zu
John H. Conway, belegen brilliant den Erfolg dieser Bemithungen. So ent-
steht eine Wissenschaftskultur und in der Offentlichkeit das Bewuftsein von
der Revelanz der Wissenschaft fiir die Gesellschaft. Aus bekannten histori-
schen sozial- und kulturpolitischen Griinden mangelt es im deutschspra-
chigen Raum an einer solchen Wissenschaftskultur. Daher lebt die deutsch-
sprachige Wissenschaftskultur, in welchem Umfang und Ausmaf sie auch
immer existieren mag, in grofser Abhdngigkeit von auslandischen Importen.
Dieses Buch ist daher einer der wenigen Versuche von Fachwissenschaft-
lern selbst, auch im deutschen Sprachraum die aktuellen Ergebnisse einer
avancierten schwierigen Forschungsdisziplin allgemein zuganglich zu ma-
chen. Fiir die beispielhafte Anstrengung und ihre Bereitwilligkeit, trotz des
Drucks ihrer zahlreichen fachlichen Verpflichtungen, ihre Kompetenz zur
Verfiigung zu stellen und damit diese kulturellen Absichten der Herausge-
ber zu unterstiitzen, kann den Autoren nicht genug gedankt werden.

Das intellektuelle Vergniigen, das die Vortrdge von Herbert Edelsbrun-
ner, Wolfgang Schmidt, Raimund Seidel, Gottfried Tinhofer und Wolfgang
Woess bereiteten, reproduziert auch dieser Band, der somit eine seltene
Moglichkeit bietet, sich aus erster Hand einen Eindruck von der gegenwarti-
gen Forschung im Bereich der Mathematik und theoretischen Informatik zu
verschaffen. Was diese Vortrdge bzw. Artikel tiber ihre inhaltliche Qualit&t



und Innovation hinaus auszeichnet, ist ihre stilistische Qualitdt, das Wis-
sensmanagement. Sie erfordern ndmlich kaum spezifische Vorkenntnisse.
Das ermoglicht es auch, dafi alle Kapitel vollkommen unabhéngig in beliebi-
ger Reihenfolge gelesen werden kénnen. Im Laufe der Vorbereitung dieses
Bandes ist der Wunsch aufgetaucht, daff auch die Herausgeber selbst einen
Einblick in ihr Arbeitsgebiet geben. Die Herausgeber sind dieser Anregung
gerne gefolgt und haben daher die Vortragsmanuskripte fiir diesen Band
um eigene Beitrdge ergdnzt. So ist in der Tat ein Buch entstanden, das nicht
nur eine grofie Tradition aus den 20er Jahren wiederbelebt, sondern viel-
leicht auch exemplarisch fiir den Beginn einer eigenen Wissenschaftskultur
in Osterreich stehen mag.

Daher sei den Autoren fiir ihre beispielhaften Bemiihungen nochmals
herzlich gedankt, und auch all jenen Personen, deren Unterstiitzung, Kom-
petenz und Arbeit sowohl das Symposion wie auch das Buch ermoglicht
haben: Dr. Irolt Killmann (Rektor der TU Graz), Dr. Christa Steinle (Lei-
terin der Neuen Galerie), Prof. Dr. Robert Tichy (Vorstand des Instituts fiir
Mathematik der TU Graz), Dr. Leonhard Summerer, Heike Graf, Ingrid Prei-
ninger, Karin Buol-Wischenau, Margot Goettsberger und Clemens Heuber-
ger. Wir danken der Gesellschaft der Freunde der Neuen Galerie dafiir, daf8
sie durch ihre finanzielle Unterstiitzung das Symposion und diesen Band
ermoglicht hat.

Rainer E. Burkard, Wolfgang Maass, Peter Weibel
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Einleitung
Wolfgang Maass und Peter Weibel

Anlafllich der Ausstellung “Jenseits von Kunst” in der Neuen Galerie in
Graz vom 7. 2. - 30. 3. 1997 fand am 7. und 8. Mérz 1997 ein Symposion
mit dem Titel “Zur Kunst des formalen Denkens” statt, das von Rainer Bur-
kard (Institut fiir Mathematik an der TU Graz), Wolfgang Maass (Institut fiir
Grundlagen der Informationsverarbeitung an der TU Graz) und Peter Wei-
bel (Neue Galerie am Landesmuseum Graz) konzipiert wurde!. Ziel die-
ser Ausstellung und des umfassenden begleitenden Schau- und Lesebuches
”Jenseits von Kunst” (1997 ebenfalls im Passagenverlag erschienen), wo die
Leistungen und Werke von hunderten osterreichischen und ungarischen
KiinstlerInnen und WissenschaftlerInnen mosaikartig vernetzt und nach ei-
nem neuartigen methoden- und problemgeschichtlichen Modell prasentiert
wurden, war es, eine innovative und informative Kartographie der Kul-
tur zu erstellen: die iiberwiegend verdringte, vertriebene und unbekann-
te Kunst- und Wissenschaftsgeschichte von Osterreich und Ungarn. Beide
Léander haben von der Jahrhundertwende bis zur Gegenwart trotz der politi-
schen Destruktionen und Obstruktionen analytische Kunstrichtungen (wie
Konstruktivismus, Kinetik, optische Kunst, Kérperanalyse, visiondre Archi-
tektur) und Denkstromungen (wie Sprachphilosophie, Spieltheorie, Kyber-
netik, Psychoanalyse, Quantenphysik) begriindet oder wesentlich mitgetra-
gen, die eigenstandige, spezifische Beitrdge zur Weltkultur bilden.

Es handelte sich also um keine traditionelle Kunstausstellung, sondern
um die Darstellung einer kulturellen Produktion und kultureller Zusam-
menhénge, die von der offiziellen Kulturpolitik bis zur Unsichtbarkeit ver-
dréangt wurden. Im Vergleich der beiden Lander Osterreich und Ungarn
wurden kulturelle Leistungen sichtbar, die dem anderen wie dem eigenen
Land aufgrund der oppressiven politischen Umstinde (vom Kollaps der
Monarchie bis zum Kalten Krieg) nicht vertraut sind.

Der Schwerpunkt wurde dabei auf analytische und abstrahierende Me-
thoden der Weltauffassung (von den Formalwissenschaften zu den For-
malkiinsten) gelegt: erstens weil die Formalwissenschaften lingst einen



zentralen, wenn auch unsichtbaren Teil unserer Kultur bilden, die in so vie-
len Bereichen auf der Basis von Technologie konstituiert wird, und zwei-
tens, weil Osterreich und Ungarn gerade auf diesem Gebiet der analytischen
Methoden iiberragende Leistungen erbracht haben, ganz im Gegensatz zu
dem vom Inland wie Ausland entworfenen repressiven und reaktiondren
Bild eines barock-expressiven Osterreichs und Ungarns. Es mufite daher
iiber die klassischen Disziplinen der Kunst hinausgegangen werden, um ein
adédquates interdisziplindres Bild der Kultur abseits der Klischees zeichnen
zu konnen. Es wurden daher Leistungen in den formalen Kiinsten, in den
Formalwissenschaften Mathematik und Logik sowie in jenen sozial- und na-
turwissenschaftlichen Disziplinen prasentiert, die mit formalen Methoden
operieren.

Viele dieser Leistungen in den Formalwissenschaften und den formalen
Kinsten wurden und werden zwar von 6sterreichischen und ungarischen
BiirgerInnen, aber zum Teil nicht in den Landern Osterreich und Ungarn
produziert. Unter anderem dufert sich dieses Defizit heute in Osterreich in
Form einer wenig ausgeprégten Breitenkultur und Innovationsfreudigkeit
im Bereich der Computer- und Kommunikationstechnologie, mit entspre-
chenden nachteiligen wirtschaftlichen Konsequenzen fiir das Land.

Deswegen haben Wolfgang Maass und Peter Weibel fiir das Katalogbuch
"Jenseits von Kunst” wider den fortlaufenden Exodus der Wissenschaft in
Osterreich eine konkrete Mainahme vorgeschlagen, namlich die Griindung
eines Wissenschaftszentrums im Bereich der Formalwissenschaften zur Pfle-
ge des wissenschaftlichen Austausches mit OsterreicherInnen im Ausland.
In leicht verdnderter Form ist dieser Vorschlag auch in dieses Buch unter
dem Titel ”Brain Drain oder Internationalisierung” eingegangen.

Sondierende Gesprache mit der Politik auf Landes- wie auf Bundesebe-
ne in bezug auf die Griindung eines solchen Wissenschaftszentrums ha-
ben zwar Aufmerksamkeit und Verstindnis, aber keine praktischen Fol-
gen gefunden. Daher entstand die Idee, gliicklicherweise sofort untersttitzt
von Prof. Rainer Burkard, im Rahmen unserer eigenen Moglichkeiten dem
“brain drain” entgegenzuwirken und eben auf dem Gebiet der Formalwis-
senschaften im Ausland erfolgreich wirkende Osterreicher zu einem Sym-
posion nach Graz einzuladen.

Nicht nur das Symposion selbst war ein entsprechender Erfolg mit
groflem Publikumsinteresse, sondern es gab auch individuelle Erfolge. Ei-
ner der eingeladenen Vortragenden, Wolfgang Woess, zum Zeitpunkt des
Symposions 1997 noch Professor an der Universitdt von Mailand, ist ab
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Herbst 1999 ordentlicher Professor an der Technischen Universitidt Graz.

In den ersten Jahrzehnten dieses Jahrhunderts war Osterreich das inter-
nationale Zentrum der Mathematischen Logik und der analytischen Philo-
sophie, mit vielfaltigen Beziehungen zur damaligen Kunst und Kultur in
Osterreich. Zu den Folgen der ”Vertreibung der Vernunft” [Weibel und
Stadler, 1993] gehort bekanntlich nicht nur das Fehlen jener Wissenschafts-
kultur, welche durch populdrwissenschaftliche Darstellungen auch dem
Nicht-Fachmann den Zugang zu den neuesten wissenschaftlichen Erkennt-
nissen ermoglicht, sondern dariiber hinaus und vor allem das Fehlen einer
Allianz zwischen Kunst und Wissenschaft, zu schweigen von einer natur-
wissenschaftlichen Fundierung der Kultur. Die Kunst der Neuzeit ist in
Wirklichkeit ebenso theorieabhédngig wie die Naturwissenschaft der Neu-
zeit. Wie in dieser herrscht das Primat der Theorie vor der Erfahrung (siehe
Maxwells Gleichung von 1873, welche auf die Existenz von elektromagne-
tischen Wellen hinwies, und ihrem empirischen Nachweis durch Heinrich
Hertz 1888). Man konnte sogar sagen, die moderne Kunst ist eine Reak-
tion auf die maschinenbasierte industrielle Revolution wie die Nachmo-
derne eine Reaktion auf die informationsbasierte postindustrielle Revolu-
tion ist. Man mufs das Denken offen halten, um auch in Bereiche vordrin-
gen zu konnen, die nicht direkt unserer Erfahrung zugénglich sind, und
die Begriffsbildung verallgemeinern, um neue Erfahrungen, technisch ver-
mittelt, neu einordnen zu konnen. In solch einem historischen Kontext ist
Kultur ohne Wissenschaft nicht zu denken. Ganz im Gegenteil, es gehort
zur Epistemologie der Epoche, daf8 Kunst und Wissenschaft einander be-
dingen, auch wenn das Wissen darum durch ideologische Umsténde ver-
loren ging. Dieses Buch mochte dazu beitragen, dieses zerschnittene Band
zwischen Wissenschaft und Kunst wieder zu verkniipfen. Visuelle Kultur
als die Gesamtheit der Formen visueller Représentationen in allen Medi-
en unserer Lebenswelt kann heute auf eine analytische Denktradition und
Fundierung nicht verzichten. Interdisziplindre und interkulturelle Kompe-
tenz bilden die Basis fiir zeitgeméfie Bilder von Wissenschaft und Kultur. Ja,
man konnte sogar sagen, dafs sich das visuelle Denken der Kunst (z.B. Klee)
und das formale Denken der Wissenschaft in der Moderne gegenseitig un-
terstiitzen. Die Komplementaritdt von logischem Denken und “visuellem
Denken” (R. Arnheim, 1969) gehort offensichtlich zu den epistemologischen
Bedingungen der Epoche. Der Kunst des visuellen Denkens wird daher eine
Kunst des formalen Denkens zur Seite und gegentiber gestellt. Die Mathe-
matik als formalste Wissenschaft hat auf die Kiinste seit jeher eine grofie
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Faszination ausgetibt und in Form von Proportion, Reihe, Serie, Symmetrie
schon immer als Modell fiir die interne Organisation der visuellen und pla-
stischen Elemente eines Bildwerks oder einer Skulptur gedient. Mathemati-
sche Methoden und informationstheoretische Modelle stellen fiir die Kunst
immer wieder eine bedeutende Inspirations- und Orientierungsquelle dar.
Auch der Mathematiker denkt in abstrakten Bildern, bevor er das Ergeb-
nis seines visuellen Denkens formalisiert. Die Schnittstelle zwischen visu-
ellem und formalen Denken ist unscharf. In einer zeitgendssischen Theo-
rie der visuellen Kultur kann also zwischen formalem und visuellem Den-
ken nicht mehr scharf unterschieden werden. Die visuelle Kultur von heute
begriindet sich eindeutig auf Ergebnisse der Kunst des logischen bzw. for-
malen Denkens. Gerade in den letzten Jahren und Jahrzehnten haben Ma-
thematik und Informatik unsere historischen Vorstellungen umgeworfen,
ganz neue Theorien entwickelt und neue Forschungsfelder entdeckt, deren
Kenntnis auch fiir die Kunst von Relevanz sein kann.

Neue Ergebnisse und Forschungsfragen der Mathematik und Theoreti-
schen Informatik werden in diesem Band durch allgemeinverstandliche Es-
says von Spitzenforschern der Offentlichkeit vorgestellt. Zusatzlich wer-
den Parallelen, Divergenzen und Moglichkeiten zur methodischen und pro-
blemzentrierten Zusammenarbeit zwischen wissenschaftlicher Forschung
und moderner Kunst erortert. Zu den tiberraschenden Parallen, die sich
hierbei ergeben, gehort, dafs sich das Gesichtsfeld der Forschung in Ma-
thematik und theoretischer Informatik in den vergangenen beiden Jahr-
zehnten drastisch erweitert hat und nunmehr — dhnlich wie die Gegen-
wartskunst — auch nichtdeterminierte offene Systeme und Prozesse umfafit.
Eine andere moglicherweise iiberraschende Perspektive, die sich aus die-
sem Band ergibt, ist das innerhalb der exakten Wissenschaften entstehende
Wissen um prinzipielle Grenzen der Fihigkeiten von Computern, und das
In-Frage-Stellen von herkémmlichen Denkkategorien zur Unterscheidung
der Fdhigkeiten von Mensch und Maschine. Auch dieser Aspekt erdffnet
neue Moglichkeiten der Zusammenarbeit von Kiinstlern und Wissenschaft-
lern. Schliefilich wird in diesem Band demonstriert, daf traditionelle Be-
wertungskriterien von Kreativitdt, wie bedeutend oder unbedeutend, ober-
flachlich oder tiefsinnig, zuféllig oder genial, nicht nur in der Gegenwarts-
kunst, sondern auch in den formalen Wissenschaften ihren Sinn verloren
haben. Mehrere Aufsétze in diesem Band zeigen, dafs zum Beispiel Spiele-
reien mit einfachen formalen Objekten, wie Primzahlen oder Kreisen, nicht
trennbar sind von wissenschaftlichen Schliisselfragen, die besondere Rele-
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vanz fiir unsere wirtschaftliche und technologische Zukunft haben.

Eine Reihe von Aufsédtzen in diesen Band demonstrieren die vielfiltigen
Beziehungen zwischen formalem Denken und kiinstlerischer Arbeit. Nicht
nur Peter Weibel zeigt in seinem Beitrag, wie bestimmte Ergebnisse und
Theorien der Zahlentheorie schon immer die Praktiken und Forschungen
in der Musik, Architekture und in der bildenden Kunst beeinflufst und fun-
diert haben, und daf$ in der Kunst des visuellen Denkens viele dsthetische
interne Ordnungs- und Konstruktionsprinzipien wie Symmetrie, Harmo-
nie, Proportion auf mathematische Vorstellungen basieren. Auch Wolfgang
Woess und Raimund Seidel verweisen bei ihren Analysen von Zufalls- und
Ordnungsprinzipien in Strukturen und Prozessen auf Parallelen zur Kunst.
Ebenso werfen Herbert Edelsbrunners Ergebnisse ein Licht auf die Form
und Funktion &sthetischer Objekte und Prozesse. Der bedeutende oster-
reichische Zahlentheoretiker Wolfgang Schmidt spiirt dem Ineinanderspiel
von Ordnung und Chaos in der Zahlentheorie nach, das tiberraschende
Analogien zur Kunst ergibt, und erldutert die Bedeutung von zunéchst rein
theoretischen Problemen fiir Schliisselfragen der Kryptographie, die unter
anderem die Grundlagen fiir die Abwicklung von Geschéftsvorgéngen tiber
das Internet schaffen.

Gottfried Tinhofer stellt einen besonders wichtigen Grundbegriff des for-
malen Denkens, den des Graphens, mit vielfaltigen Beispielen vor, und de-
monstriert die Vielfalt und Ambivalenz des formalen Denkens zwischen
reiner Mathematik rdumlicher Vorstellungen, wichtigen Anwendungspro-
blemen wie dem Entwurf von Computer-Bausteinen und der Zuverldssig-
keit des Internets, die von besonderer wirtschaftlicher Bedeutung sind, und
formalen Fragen der Asthetik. Rainer Burkard demonstriert in einem kur-
zen Streifzug durch die kombinatorische Optimierung, weshalb das wohl-
bekannte “Heiratsproblem” verwandt ist mit wichtigen Anwendungspro-
blemen wie zum Beispiel der Nachrichtentibermittlung {iber Satelliten, und
stellt konkrete Beispiele der oft diskutierten Klasse der sogenannten “NP-
vollstaindigen” Probleme vor, bei denen das Auffinden einer optimalen
Losung vermutlich so aufwendig ist, daf selbst die schnellsten Rechner hier
an ihre Grenzen stofien. Raimund Seidel demonstriert wie man zuféllige
Ergebnisse nutzen kann, um schwierige mathematische Probleme zu losen
(zum Beispiel dem Nachpriifen, ob eine vorgegebene grofie Zahl eine Prim-
zahl ist), bei denen die tiblichen (d.h. deterministischen) Algorithmen versa-
gen. Herbert Edelsbrunner zeigt wie man bei einfachen Spielereien mit Krei-
sen und Kugeln auf ungeloste Probleme der Mathematik stoft, und gleich-
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zeitig auf Grundprinzipien der Bausteine des Lebens, Proteine, wo Form in
Funktion umschlagt. Wolfgang Woess untersucht Ordnungen, die sich im
scheinbaren Chaos von Irrfahrten ergeben, und erlautert “nebenbei” wich-
tige Grundbegriffe und Probleme der reinen Mathematik. Im Beitrag von
Wolfgang Maass wird das formale Denken gewissermafien auf sich selbst
angewendet. Es werden Ergebnisse tiber “Rechnen” in biologischen Neuro-
nensystemen - wie zum Beispiel unserem Gehirn - vorgestellt, und es wird
der Frage nachgegangen, weshalb es so schwierig ist, einen Computer zum
Denken zu bringen.

Der Essay von Maass und Weibel erldutert die Problematik des brain
drain am Beispiel der Situation der Mathematik und Theoretischen Infor-
matik in Osterreich, und entwickelt einen Vorschlag zur Verkehrung dieser
bedenklichen Entwicklung in einen positiven Faktor bei der Internationali-
sierung dieser Wissenschaften in Osterreich.

Im letzten Kapitel “Links” findet der Leser einige Webpages, auf denen
weitere Informationen zu in diesem Band angeschnittenen Themen, sowie
zu Studiumsmoglichkeiten in den betreffenden wissenschaftlichen Diszipli-
nen erhéltlich sind.

Wolfgang Maass und Peter Weibel

Anmerkungen

1 Die Ausstellung “Jenseits von Kunst” in Budapest, Graz und Antwerpen, konzipiert und ku-
ratiert von Peter Weibel, organisiert von Nadja Rottner, Christa Steinle (Graz), Déra Hegyi,
Krisztina Szipocs (Budapest) und wissenschaftlich koordiniert von Michael Stoltzner (Wien),
Gyorgy Kampis (Budapest), wurde zuerst, unterstiitzt vom wissenschaftlichen Beirat Laszl6
Beke und Miklés Peterndk, im Ludwig Museum Budapest vom 17. 10. - 24. 11. 1996 gezeigt,
wo sie von Elisabeth Mach, Leiterin des Osterreichischen Kulturinstituts Budapest und Katalin
Néray, Direktorin des Ludwig Museums Budapest, als Beitrag zum Osterreichischen Milleni-
um und ungarischen Millecentenarium initiiert worden ist.

Literatur

[Weibel und Stadler, 1993] Weibel, P., und Stadler, F. (1993). Vertreibung der
Vernunft: The Cultural Exodus from Austria. Locker Verlag, Wien. Erweiter-
te Neuauflage Springer Verlag, Wien New York, 1995.
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Kuriosa der Zahlenkunde und die Kunst
— kurz gefafit und leicht fafilich dargestellt
Peter Weibel

Die Lust an der Multiplikation der Zahl.
Die Trunkenheit ist Zahl. Die Zahl ist im Individuum.

Charles Baudelaire, 1869

Ich blicke euch an, ihr Zahlen,

und ihr erscheint mir verkleidet als Tiere, in euren Fellen,
die Arme gestiitzt auf ausgerissene Eichen.
Ihr gebt mir Einheit zwischen

der Schlangenbewegung

des Weltalls und dem Tanz

der Waagschalen

ihr erlaubt mir,

die Jahrhunderte zu verstehen als

Zzhne eines schnellen Geldchters.

Meine Augen sind aufgerissen, begierig
ALLES zu wissen, was ICH ist,

wann der Teiler zur Eins schrumpft.

Velimir Chlebnikov, vor 1913

Zahlen in Expansion sind ebenso wirklich
wie Tiere, die sich vermehren

Die Zahlen vermehren sich wie die Tiere
Die Tiere vermehren sich wie die Zahlen

In Bewegung sind die mathematischen und
die physikalischen Gesetze wirkliche Tiere
Die Zahlen sind lebende Tiere

Mario Merz, 1970



Abbildung 1.1. Oberhuber, Rechnung (Calculation), 1952

Symbole, Personlichkeiten, Zahlen

Man muf kein fanatischer Numerologe sein, um daran zu glauben, daf} ei-
nige Zahlen “Personlichkeit” haben. Wer wird nicht darein iibereinstim-
men, daf$ die Zahl 13 einen dubiosen Charakter hat, der Ungliick verspricht,
schwirzer als der Schatten eines schwarzen Rabens. Die Zahl 7 hat seit alters
die Reputation, magisch zu sein: die 7 Schopfungstage, die 7 Todsiinden, die
7 Sédulen der Weisheit, der Agent 007, die 7 Weltwunder, die 7 Zwerge, das
Buch mit 7 Siegeln, die 7 Planeten, welche die Namen unserer 7 Wochentage
lieferten, das verflixte 7. Jahr, die 7 Leben der Katze, die 7 hebriischen Na-
men Gottes usw. Erst Galileo hat uns erklirt, was schon viel frither bekannt
war: die hohe Wahrscheinlichkeit, mit zwei Wiirfeln eine 7 zu wiirfeln. Die
Zahl 3 gilt nicht erst seit den 3 Grazien oder der Trinitdt von Vater, Sohn und
Heiliger Geist als heilig, sondern schon Pythagoras nannte sie die vollkom-
mene Zahl, da sie den Anfang, die Mitte und das Ende ausdriicke. Selbst-
verstandlich hat man auch einige Beziehungen zwischen Erotik und Mathe-
matik festgestellt, und selbstverstdndlich in Wien [Hug-Hellmuth, 1916]. So
wurden die geraden Zahlen mit weiblichen und die ungeraden Zahlen mit
mannlichen Eigenschaften versehen, und vice versa, je nach Kultur und Er-
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Abbildung 1.2. Gerhard Rithm, Zahlengedicht, 1954

fahrung. Von den Agyptern bis zu Aristoteles galt die Einheit als Mutter
und Ursprung aller Zahlen, ohne selbst eine Zahl zu sein. 1839 verdoffent-
lichte der franzosische Mathematiker M. Vincent in einer Arbeit iiber den
Ursprung der Zahlen, die auf den Pythagoraern und Boethius fufste, die Ver-
mutung, daf$ die ersten 3 Ziffern die Geschlechter und deren Vereinigung
versinnbildlichen, indem sie als charakteristische Korperteile der Frau und
des Mannes und dann die Drei als deren Vereinigung gedeutet worden sei-
en. Die Neun deutete Vincent als Thyphallus, als Zeichen der ménnlichen
Kraft. Denn die Neun ist die Quadratzahl der Drei, die ihrerseits die Ver-
einigung des mannlichen und weiblichen Prinzips darstellt. Das Quadrat
oder die zweite Potenz wurde bei den Griechen kurzweg Potenz genannt.
Na also! Neben dieser Hypothese, die Entstehung der Namen und Zeichen
der Zahlen mit dem sexuellen Leben in Zusammenhang zu bringen, erfreu-
te sich eine andere einer grofien Verehrung, namlich die Zahlen mit Lastern
und Tugenden zu verbinden.

So schreibt im 15. Jahrhundert Luca Pacioli in seiner “Divina Propor-
tione”: “Die vollkommenen Zahlen endigen abwechselnd mit 6 und 8 und
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konnen eine andere Randziffer nicht haben, denn die Traurigen leben ord-
nungslos, die Guten und Vollkommenen bewahren immer die vorgeschrie-
bene Ordnung”. Die Triaden 4, 5, 6 und 7, 8, 9 in der Folge von 1, 2, 3 re-
présentierten demnach Giite, Gerechtigkeit, Schonheit und Grofle, Gesund-
heit, Kraft.

Die Vier, fiir die Pythagorder der “Schliissel der Natur”, sei als Bei-
spiel der naturwissenschaftlichen, kosmologischen Symbolik der Zahlen
erwédhnt, die 4 Elemente Erde, Feuer, Wasser, Lutft.

Die Griechen wie die Chinesen um das Jahr 1120 v. Chr. haben laut
Montucla’s “Histoire des mathématiques” das Weltall aus den ersten vier
geraden und den ersten vier ungeraden Zahlen zusammengesetzt. Die er-
sten vier ungeraden Zahlen stellen dabei die reinen und himmlischen Ele-
mente dar, die geraden entsprechen denselben Elementen mit irdischer Un-
reinheit verbunden. Das Weltall, die Verbindung aller himmlischen und
irdischen Elemente, wurde also durch die Zahl 36 dargestellt, das heifst
die Summe dieser 8 Zahlen [Turing, 1952], [Thompson, 1966], [Thom, 1972],
[Thom, 1974], [Cook, 1979], [Mandelbrot, 1983], [Frangsmyr et al., 1984],
[Ghyka, 1977], [Coleman und Holmes, 1988]. Die meisten dieser Zahlen ha-
ben also “Personlichkeit”, “Charaktereigenschaften”, die von aufien, von
Menschen, von der Ideologie, von der Erfahrung an sie herangetragen wer-
den.! Doch gibt es auch Zahlen, die von innen her interessante Eigenschaf-
ten haben, Zahlen, die auf inhdrente Weise interessante “Personlichkeiten”
sind, wie zum Beispiel die Primzahlen.

Primzahlen

Fiir mich haben die Primzahlen am meisten “Personlichkeit”, denn sie
sind ein Paradebeispiel fiir jene Kuriosa der Zahlenkunde, die jenseits
ihrer Merk-Wiirdigkeiten, die der Aberglaube so gerne unter seine Fitti-
che nimmt, zu fundamentalen Einsichten in die Natur der Zahlen und zu
komplexen Theoremen der Zahlentheorie gefiihrt haben? [Stewart, 1995],
[Conway und Guy, 1996], [Derlin, 1998], [Hoffman, 1998], [Singh, 1998],
[Basieux, 1999]. Eine natiirliche Zahl p heifst Primzahl, wenn p ungleich 1 ist
und nur die (trivialen, positiven) Teiler 1 und p hat. Primzahlen sind also die
positiven ganzen Zahlen, die natiirlichen Zahlen, die nur durch sich selbst
oder 1 teilbar sind, also unzerlegbare Zahlen. Primzahlen sind .. .,2,3,5,7,
11,13,17,19,23,29,...,229,...,5693,...,199999, ... und so weiter. Euklid
hat bereits vor 2300 Jahren gezeigt, daf$ es keine obere Schranke fiir die Prim-
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Abbildung 1.3. Ecke Bonk, Die ersten 10 000 Primzahlen, 1999 (Detail)

zahlen gibt. Es gibt nur die grofite bekannte Primzahl.

Es gibt ganze Biicher, die nur aus der Auflistung aller bisher bekannten
Primzahlen bestehen. Ein 8-bandiges Werk, das alle Primzahlen, wenn auch
fehlerhaft, von 2 bis 100 330 201 aufzihlt, das sind 5 761 456 Primzahlen,
gibt es in Wien von Kulik, der fast sein ganzes Leben dartiber verbracht
hat. Vor einiger Zeit haben C. L. Baker und E J. Gruenberger von der Rand
Corporation auf einem Computer die ersten 6 Millionen Primzahlen, von 2
bis 104 395 289, berechnet. Die grofite gegenwirtig bekannte Primzahl ist
die am 1. Juni 1999 entdeckte Primzahl 26972593 — 1.

Wihrend es Methoden gibt, zu testen, ob eine gegebene Zahl eine Prim-
zahl ist, gibt es keine Formel, die genau alle Primzahlen erzeugt. Allerdings
gibt es Ausdriicke, zum Beispiel durch die Robinson-Formel, mit der man
bei weitem nicht alle, aber zumindest eine Gruppe innerhalb der Primzah-
len erzeugen kann: R(k,n) = 2"k + 1. Fir bestimmte Werte von k£ und n
erzeugt diese Formel Primzahlen. Fiir ¥ = 5 und n = 1947 erhalten wir die
grofite bekannte Robinson-Primzahl, die 586 Ziffern hat. Eine zweite For-
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mel, die einige Primzahlen erzeugt, stammt von Fermat: 2*" + 1. Fermat
glaubte, diese Formel wiirde fiir alle Werte von n eine Primzahl erzeugen,
doch wurden bis zum Jahr 1980 nur 5 Primzahlen geméf3 dieser Formel ent-
deckt, ndamlich 3, 5, 17,257 und 65 537.

Im Alter von 19 Jahren hat Carl Friedrich Gaufs 1798 eine interessante

Entdeckung gemacht, um eine Schwierigkeit bei der Konstruktion von re-
gelmdfigen Polygonen von n Seiten zu beheben, wo n eine Primzahl ist,
also bei der Konstruktion von Heptagon, 11-gon, 17-gon, usw. Er fand her-
aus, daf so eine Konstruktion nur moglich ist, wenn die Anzahl der Seiten
des regelmaéfsigen Polygons eine Fermatsche Primzahl ist. Eine Euklidische
Konstruktion eines regelméafligen Polygons mit einer primen Seitenanzahl
ist also nur dann méglich, wenn die Anzahl der Seiten 3, 5, 17, 257 oder 65
537 ist. O. Hermes verbrachte 10 Jahre, dieses 65 537-gon zu konstruieren.
Sein Manuskript liegt in einer grofSen Schachtel in der Universitdat Gottin-
gen.
Andere Formeln zur Erzeugung begrenzter Serien von Primzahlen sind
Eulers Polynom z? — z + 41, das 40 verschiedene Primzahlen fiir z =
1,2,3,...,40 ergibt. Legendre’s Polynom 22?429 von 1798 erzeugt 29 Prim-
zahlen fir z = 0,1, 2,...,28. Untersucht wurden auch Serien von Primzah-
len mit einer gleichbleibenden Differenz, zum Beispiel 11, 17, 23, 29, wo die
Differenz stets 6 ist. Eine Serie von 10 Primzahlen mit der gemeinsamen
Differenz von 210 beginnt mit 199.

Bis heute kennt man jedoch noch kein Verfahren, wie man zu irgend-
einer Primzahl ihren unmittelbaren Nachfolger angeben kann. Nur eines
wissen wir seit Euklid mit Sicherheit: “Es gibt mehr Primzahlen als jede
vorgegebene Anzahl von Primzahlen”, die Anzahl der Primzahlen ist also
unendlich. Ein Hauch von Unendlichkeit umweht die Primzahlen, doch sie
zeigen uns bereits die Unendlichkeit nicht als endlosen Brei, sondern geglie-
dert. Wie es spater Georg Cantor (1845-1918) mit den Begriffen Machtigkeit
und Uberabzihlbarkeit der unendlichen Zahlenmengen gelungen ist. Der
Struktur dieser gegliederten Unendlichkeit verdankt sich auch das noch un-
geloste Problem, ob es endlich oder unendlich viele Primzahlzwillinge (wie
17 und 19) gibt.

Das Symbol der Unendlichkeit: die Spirale. Im Hauch der Unendlichkeit
der Primzahlen gewinnt bereits das Unendlichkeitssymbol Spirale Kontur.
Teilbarkeit und Unteilbarkeit des Lebendigen als Verschrankungen, welche
sich in der gleichbleibenden Differenz bei bestimmten mathematischen Se-
rien der Primzahlen spiegeln, kulminieren in der vollkommenen Zahl, wel-
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Abbildung 1.4. Friedensreich Hundertwasser, Der grofle Weg, 1955. (©1998 Gruener
Janura AG, Glarus Schweiz

che gleich mit der Summe ihrer Teiler ist. Was ist das fiir eine wunder-
same Identitidt, die teilbar und geteilt ist, in der Summe ihrer Teiler aber
wieder aufersteht? Ist es eine gleichsam mythische Identitidt dhnlich der des
agyptischen Totengottes Osiris, der als Vegetationsgott zugleich auch fiir die
Auferstehung biirgt? Blaise Pascal, der Mathematiker und religiose Den-
ker, hat eine Spirale konstruiert, deren Tangentialwinkel konstant ist und
deren Mittelpunkt im Unendlichen liegt. Normalerweise hat nur der Kreis
einen konstanten Tangentialwinkel und es gehort zum Wesen der Spirale,
daf} ihr Tangentialwinkel nicht konstant ist. Diese paradoxe, nur mathema-
tisch konstruierbare Spirale hat Pascal als Modell fiir den Beweis der Un-
sterblichkeit der Seele genommen: eadem mutata resurgo. Auch nach ihrer
Verwandlung (der Tod) wiederaufersteht sie als dieselbe.

Siehe Abbildung 1.4 auf Seite 27 und die Farbabbildungen 1.19 und 1.20
(Seite 137, 138).
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Die Goldbachsche Vermutung

Da in der Urgeschichte der Mathematik der Gegensatz von geraden und
ungeraden Zahlen so eine grofie Rolle spielte, ja sogar von erheblicher pro-
duktiver Kraft war, kommt den Primzahlen schliefSlich noch eine besonders
rédtselhafte Funktion zu. Der Konigsberger Mathematiker Christian Gold-
bach (1690-1764) hat ndmlich 1742 in einem Brief an Euler die Vermutung
ausgesprochen, daf$ jede gerade Zahl (grofer als 2) als Summe zweier Prim-
zahlen, zumeist sogar mehrfach, dargestellt werden kann:

88 =5+4+83 =29+4+59 =41+47
92 =348 =134+79 =19+73 =31+61

Aber gentigen auch in den fernsten Zahlenregionen nur zwei Primzahlen,
um durch Addition alle geraden Zahlen zu bilden? Euler hat Goldbach
geantwortet: “Daf3 aber jeder numerus par eine Summe duorum primorum
sei, halte ich fiir ein ganz gewisses Theorema, ungeacht ich dasselbe nicht
demonstrieren kann”. Der Beweis fiir Goldbachs Vermutung ist immer noch
ausstdndig. Am nichsten kommt I. M. Winogradows Ergebnis, das besagt,
dafs es eine ganze Zahl NV gibt, so daf$ jede ganze Zahl grofer als IV als die
Summe von nicht mehr als 3 Primzahlen reprasentiert werden kann, wenn
n ungerade ist, und von 4 Primzahlen, wenn n geradzahlig ist. Vier Prim-
zahlen reichen also stets aus, um jede gerade Zahl zu bilden. Nach Chen ist
jede hinreichend grofie gerade Zahl als Summe von p + ¢ darstellbar, wobei
p eine Primzahl ist und ¢ Produkt von hochstens zwei Primzahlen.

Vollkommene Zahlen und Mersennesche Primzahlen

Eine dhnlich paradoxe Rolle spielen die Mersenneschen Zahlen, die eine be-
sondere Art von Primzahlen sind und als solche keine ganzzahligen Teiler
ungleich 1 haben, und die Vollkommenen Zahlen, welche zu den Mersenne-
schen Zahlen in einer dhnlichen Beziehung stehen wie die geraden Zahlen
zu den Primzahlen.

Rekapitulieren wir: Primzahlen p sind nur durch sich selbst oder durch 1
teilbar, haben also keine (ganzzahligen) Teiler zwischen 1 und p bzw. sind
unteilbar. Vollkommene Zahlen sind hingegen gerade diejenigen Zahlen m,
fur die die Summe aller kleineren positiven Teiler von m die Zahl m selbst
wieder ergeben. Es zeigt sich nun, daf8 jede Vollkommene Zahl genau eine
Mersennesche Primzahl als Teiler besitzt und umgekehrt, daf jede Mersen-
nesche Primzahl genau eine Vollkommene Zahl festlegt. Obwohl in ihren
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Teilbarkeitseigenschaften so gegensatzlich, besteht also eine eindeutige Zu-
ordnung zwischen den beiden Zahlenmengen. Jeder Mersenneschen Prim-
zahl entspricht eine Vollkommene Zahl und es gibt keine bekannte Vollkom-
mene Zahl, die nicht mit einer Mersenneschen Primzahl korrespondiert.
Wie ist das moglich?

Es gibt unter den ersten 30 000 000 Zahlen nur vier Vollkommene Zahlen:

6 = 14+2+3 wobei 6 durch 1, 2 und 3 teilbar ist.
28 = 142+4+7+14
496 = 1+2+4+4+8+16+ 31+ 62+ 124 + 248
8128 = 1+2+4+8+16+ 32+ 64+ 127+ 254 + 508 + 1016+
2032 + 4064

Die néchste Vollkommene Zahl ist 33 550 336, welche erst 1460 festgestellt
wurde, wihrend man die ersten vier bereits seit 2000 Jahren kannte und mit
Euklid die Vollkommenen Zahlen nannte. Bis heute kennen wir 38 Voll-
kommene Zahlen und jede davon ist geradzahlig. Man kennt keine un-
geraden Vollkommenen Zahlen. Vollkommene Zahlen haben interessante
Eigenschaften, zum Beispiel daf3 sie, aufSer 6, als letzte Ziffernsumme 1 ha-

ben, wenn man in einem iterierten Prozefs immer wieder die Summe ihrer
Ziffern bildet.

496: 4+9+6=19, 1+9=10, 1+0=1.

Jede vollkommene Zahl, aufier 6, kann auch als Summe der Kuben aller
ungeraden Zahlen bis zu einer gewissen Stelle geschrieben werden, zum
Beispiel
28= 1°+3°
496 = 1°+3°+5°4+ 7.
Sie haben vielleicht auch bemerkt, daf$ die Teiler der vier vollkommenen
Zahlen mit 1 beginnen und sich zunéchst verdoppeln, bis an einer Stelle das

Doppelte des vorhergehenden Teilers um 1 vermindert erscheint und von
da an sich die Teiler wieder verdoppeln. Der kritische Ubergang erfolgte

fiir bei den Teilern

6 2 3

28 4 7
496 16 31
8128 64 127
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Wenn man diese beiden Teiler miteinander multipliziert, erhilt man wie-
derum die jeweilige Vollkommene Zahl. Bei diesen Teilern kann man auch
ersehen, daf3 der erste offensichtlich eine Potenz von 2, der zweite die um
1 verminderte ndchsthohere Potenz von 2 ist. V' 14f8t sich also definieren
als die Multiplikation von zwei Potenzen von zwei, wobei von letzterer 1
abgezogen wird.

Vi= 6=2.(22-1)
Vo= 28=22.(28-1)
Vo= 496=2%.(2° —1)
Vi= 8128 =126.(27—1)

Daraus ergibt sich die allgemeine Struktur der geraden Vollkommenen Zah-
len V; = 2771 . (2" — 1), die Euklid um 300 v. Chr. und Euler 1750
gefunden haben, die aber nur dann Vollkommene Zahlen erzeugt, wenn
2" — 1 nicht teilbar ist, also eine Primzahl. Zum Beispiel wiirde auch 120
dieser Struktur geniigen, aber dennoch ist sie keine Vollkommene Zahl:
120 = 23(2* — 1) = 8 - 15, aber 15 ist keine Primzahl. Nur wenn 2" — 1
nicht teilbar, also eine Primzahl ist, liefert die Formel 2"~ . (2" — 1) eine
Vollkommene Zahl, diese perfekt teilbare Zahl. Der Satz von Euklid-Euler
lautet also:

Eine gerade Zahl V' ist genau dann vollkommen, wenn V von folgender

Struktur ist:

VvV =2n"1(2" 1)

wobei 2™ — 1 eine Primzahl ist.

In dieser paradoxen Definition der perfekten Teilbarkeit mit Hilfe einer
teilweisen Nichtteilbarkeit ist auch die Dialektik von Gerade und Ungera-
de mit eingeschlossen. Denn es gibt nur gerade Vollkommene Zahlen die-
ser Bauart, wihrend die Primzahlen (2" — 1), welche fiir deren Definition
benétigt werden, alle ungerade sind.

Primzahlen von der Form 2" — 1 sind ganz besondere Primzahlen,
ndmlich die sogenannten Mersenneschen Primzahlen M;, zur Erinnerung
an Pater Marin Mersenne (1588-1648) so genannt, der 1644 ankiindigte, ei-
nige neue vollkommene Zahlen entdeckt zu haben, allerdings weder rich-
tig noch vollstindig, wobei er aber feststellte, dafs 2" — 1 Primzahlen er-
gibt. Bis heute wissen wir dies fiir 38 Werte von n, angefangen mit n =
2,3,5 7, 13,17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1 279, 2 203, 2 281,
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3 217, 4 253, 4 423, 9 689, 9 941, 11 213, 19 937. Die 10 grofiten der
38 gegenwartig bekannten Werte von n fiir die 2" — 1 eine Primzahl er-
gibt sind n = 110503, 132049, 216091, 756839, 859433, 1257787, 1398269,
2976221, 3021377, 6972593. Fiir den letztgenannten Wert von n ergibt
2" — 1 die grofite gegenwdértig bekannte Primzahl. Dies ist eine Zahl,
die in der tiblichen Dezimalschreibweise tiber 2 Millionen Stellen hat (sie-
he http://www.utm.edu/research/primes/largest.html).

Es gibt keine allgemein giiltige Methoden, um Mersenne Primzahlen zu
erzeugen. Notwendig ist auf jeden Fall, dafd n selbst eine Primzahl ist. Na-
heliegend wire fiir die Mersennesche Primzahlen die Behauptung: 2™ — 1
ist stets eine Primzahl, wenn n eine Primzahl ist. Doch wir haben gese-
hen, daff bestimmte Primzahlen (wie zum Beispiel 23) nicht in der Liste
von denjenigen Zahlen aufscheinen, welche als Werte fiir n bei der For-
mel 2" — 1 eine Mersennsche Primzahl ergeben. Daher mufl man fiir je-
de Primzahl n separat nachpriifen, ob 2" — 1 wieder eine Primzahl ergibt.
Die Art, wie dieser Nachweis jeweils geschehen ist, spiegelt interessante
Wandlungen in der Arbeitsweise der Zahlentheorie wider. Wahrend bis
vor wenigen Jahrzehnten Mathematiker diesen Nachweis mithsam mit Pa-
pier und Bleistift fiihren mufSten, ermoglichte die Erfindung elektronischer
Rechenmaschinen, zu viel grofieren Werten von n vorzustofien. Anfing-
lich hat man dazu tiberwiegend Supercomputer in Rechenzentren verwen-
det. Dagegen wurden die letzten vier Mersenneschen Primzahlen (fiir n =
1398269, 2976221, 3021377,6972593) durch eine mittels Internet koordinier-
te Zusammenarbeit von mehreren tausend Hobbyforschern erméglicht, die
die nicht benétigte Rechenzeit auf ihrem PC hierfiir zur Verfligung gestellt
haben. Auf der Webpage http://www.mersenne.org/prime.htm
kann sich jederman tiber den gegenwaértigen Stand dieser Suche nach im-
mer grofleren Primzahlen informieren und kann dort auch erfahren, wie
er sich selbst an der Aktion GIMPS (=The Great Internet Mersenne Prime
Search) beteiligen kann.

Die Vollkommenen Zahlen Vj bis Vg wurden im 16. Jahrhundert entdeckt,
die Vj erst am Ende des 19. Jahrhunderts. Ob es eine grofite Vollkommene
Zahl gibt, wissen wir bis heute genauso wenig, wie ob die Mersenneschen
Primzahlen und damit die Vollkommenen Zahlen unendlich sind. Als Zwi-
schenlésung miifsten wir aber definitiv wissen, ob es wirklich keine ungera-
den Vollkommenen Zahlen gibt. Wenn sie existieren sollten, miifiten sie die
Form 12m + 1 oder 36m + 9 haben, wobei m eine Primzahl ist. Bisher konnte
allerdings nur nachgewiesen werden, daf$ es keine ungeraden Vollkomme-
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nen Zahlen gibt, die kleiner als 1.4 x 10'® sind. Bis zu dieser Zahlengrenze
wissen wir also, daf$ es keine gibt. Gibt es welche dariiber?
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Abbildung 1.5. Dziga Vertov, Ziffernaufzeichnung der SchluSsequenz von “Celo-
viek’s’ kinoapparatom”, 1929
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Abbildung 1.6. Peter Kubelka, Vorstudien zu Arnulf Rainer, 1958-60

Befreundete Zahlen

In die Struktur der Teilbarkeit eingebettet sind auch die sogenannten Be-
freundeten Zahlen, welche schon die Araber kannten. El Madchaiti, der
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Madrider, hat angeleitet, man solle die Zahlen 220 und 284 aufschreiben, die
kleinere dem Objekt der Begierde zum Essen geben und selbst die grofsere
essen. Er selbst habe die erotische Wirkung davon in eigener Person er-
probt, genau wie Ibn Chaldun von den wunderbaren Kréften dieser Zahlen
als Talisman Gebrauch gemacht habe.

Befreundete Zahlen heifsen zwei natiirliche Zahlen m und n dann, wenn
die Summe aller positiven Teiler d von m aufler m selbst n ergibt, und die
Summe aller positiven Teiler d von n aufSer n selbst m ergibt.

Pythagoras hat die zwei Befreundeten Zahlen 220 und 284 schon gekannt.
Zidhlen wir alle positiven Teiler von 220 auf aufler 220 selbst.

220:14+24+4+54+104+114+20+22+44+ 55+ 110.

Summieren wir diese Teiler, so ergibt sich die Zahl 284.
Machen wir dasselbe mit 284, also

284114244+ 71+ 142,

so ergibt sich die Zahl 220.

Die Summe der Teiler einer Befreundeten Zahl ergibt also jeweils die an-
dere Zahl. Verwenden wir fiir die Summe aller positiven echt kleineren Tei-
ler einer Zahl n das Symbol S(n), so konnen wir sagen S(220) = 284 und
S5(284) = 220, abstrahiert S(a) = b, S(b) = a, fiir Befreundete Zahlen a und
b. Daraus folgt, da8 S(S(n)) = S*(n) = n fiir jede Befreundete Zahl n gilt.

Wegen ihrer Teilbarkeitsvorschrift stehen die Befreundeten Zahlen
nattirlich in einem gewissen Zusammenhang mit den Vollkommenen Zah-
len, sie sind sozusagen eine Art Abspaltung. Die Befreundeten Zah-
len stehen mit den Vollkommenen Zahlen in folgendem Zusammenhang;:
Nattirlich ist jede Vollkommene Zahl n mit sich selbst befreundet. Denn
setzt man n fiir e und b in S ein, so erhdlt man S(n) = n und S(n) = n,
was obige Bedingung fiir S(a) = b und S(b) = a erfiillt. Ebenso gilt
S(n) = n — S(S(n)) = n. Weniger als 1200 solche Befreundete Zahlen
sind bis 1980 bekannt. Euler hat 1750 davon 59 entdeckt. Einige Paare von
Befreundeten Zahlen seien aufgeschrieben:

220 1184 2620 5020 6232 10744 17296 9363584
284 1210 2924 5564 6362 10856 18416 9437056

Doch gibt es nicht nur Paare von Befreundeten Zahlen, sondern auch Ket-
ten, wie zum Beispiel diese Fiinfer-Kette:

12496, 14288, 15472, 14536, 14264.
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Hier ergibt die Teilersumme der ersten Zahl die zweite Zahl, deren Teiler-
summe die dritte usw. und die Teilersumme des letzten Gliedes ergibt wie-
derum die erste Zahl.

n = 12496 (als Startglied)
S(n) = 14288
S(S(n)) = S%(n) = 15472

S5(n) =n = 12496

Eine beriihmte Kette von 28 befreundeten Zahlen hat n = 14316 als Start-
zahl und es gilt $?%(14316) = 14316, d.h. nach 28 Gliedern endet die Ket-
te wieder bei der Startzahl. Als eine Misch-Struktur von Teilbarkeit und
Ungerad- bzw. Geradzahligkeit erscheint uns nun die schon besprochene
Goldbachsche Vermutung, dafi jede gerade Zahl, grofer als 2, als Summe
zweier Primzahlen darstellbar ist.

Wenn eine Zahl teilbar ist und die Summe aller ihrer moglichen Teiler
wiederum die Zahl ergibt, so ist das schon eine recht ansehnliche Sache.
Wegen dieser perfekten Teilbarkeit nennt man diese Zahlen auch vollkom-
mene Zahlen. Das Perplexe an diesen perfekten Zahlen ist aber, dafs ihre
vollkommene Teilbarkeit auf vertrackte Weise auf perfekt unteilbaren Zah-
len, den Primzahlen, aufgebaut ist. Wie schon frither angemerkt wurde, ist
die allgemeine Struktur der geraden vollkommenen Zahlen V: V = 271
(2™ —1). Aber nur wenn 2" — 1 eine Primzahl ist, also nicht teilbar, liefert die
Struktur 2"~ - (2" — 1) eine vollkommene Zahl. Das ist wirklich der Gipfel
einer Art Vollkommenheit - die gegenseitige Abhidngigkeit von Teilbarkeit
und Nichtteilbarkeit. Dieses Prinzip des gegenseitigen Bedingens gilt auch
fiir die geraden und ungeraden Zahlen. Denn die vollkommenen Zahlen
sind gerade und die Primzahlen, welche fiir deren Definition benétigt wer-
den, sind ungerade Zahlen.

Die numerische Sensibilitiit

Eine numerische Sensibilitdt nimmt die Zahlenverhéltnisse und deren Ei-
genschaften als Modelle fiir andere Verhdltnisse in der Welt (vom Bilder-
rahmen bis zur Architektur). Die numerische Sensibilitit sucht den nu-
merischen Code hinter allen Dingen: Die Zahl als Maf3 aller Dinge, wie es
Pythagoras formulierte. Die Fragmente des Philolaos: Bl “Die Natur aber
ward in der Weltordnung aus grenzenlosen und grenzenbildenden Stticken
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Abbildung 1.7. Roman Opalka, 1-co (Detail), 1965

zusammengefiigt, sowohl die Weltordnung als Ganzes wie alle in ihr vor-
handenen Dinge. ” B4 “Und in der Tat hat alles, was man erkennen kann,
Zahl.” B11 “Denn nichts von den Dingen wire irgendeinem klar, weder in
ihrem Verhiltnis zu sich, noch zueinander, wenn die Zahl nicht wire und
ihr Wesen.” Die Pythagorder behaupteten, “das Wesen aller Dinge sei Zahl”
(Aristoteles). Die Einheit war fiir die Pythagorder sowohl gerade wie un-
gerade, sie leitete sich aus dem Begrenzten und Unbegrenzten her. Laut
Aristoteles nahmen die Pythagorder an, das Unendliche sei identisch mit
dem Geraden. Denn dieses gewéhre fiir sich abgeteilt und von dem Unge-
raden begrenzt den Dingen die Unendlichkeit. Die Pythagorder haben auch
die “figurierte Zahl” eingefiihrt. Sie stellten Zahlen durch die Anordnung
von Steinchen her. Sie legten Figuren mit Steinchen (Dreiecke, Quadrate),
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welche Zahlen darstellten. Die Pythagorder kannten auch schon die Pro-
portionslehre. Archytas (B2): “Es gibt aber drei mittlere Proportionalen in
der Musik: erstens die arithmetische, zweitens die geometrische, drittens
die harmonische”. Auch die Agypter wufSten schon iiber Proportionen Be-
scheid.

Das Wesen von All und Nichts wird also durch den numerischen Code
bestimmt. Auch der genetische Code unterliegt dem numerischen.

Vermehrung und Vererbung gehorchen dem numerischen Code (”Die
Zahlen vermehren sich wie die Tiere”; Merz). Fibonacci ist also ein Ab-
kémmling von Pythagoras, dessen Schule ja gerade in Siiditalien und Sizili-
en eine grofSe Anhédngerschaft gefunden hatte.
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Abbildung 1.8. Kurt Kren, Mama und Papa, Kaderplan, 6/64

Der numerischen Sensibilitdt dienen also Zahlenverhéltnisse als Modelle
fiir andere Verhiltnisse der Welt. Zahlenverhiltnisse als

1. Hilfsmittel fiir die Konstruktion eines Werkes, Erklarung.

2. Verhiltnis von Zahl und Natur, Naturphdnomene als Zahlenphéno-
mene. Die Zahl als Mafisystem der Natur. Zahlgesetze als Weltgeset-
ze, Bewegung der Planeten etc.
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3. Parallelen zwischen Zahlen und anderen Wesenheiten wie Farben,
Worte.

4. Manifestationen physikalischer, biologischer, sozialer und physiologi-
scher Grundsitze, die fiir Harmonie, Ordnung etc. sorgen.

5. Offenbarungen geheimer Zusammenhénge (Cryptanalysis, Wortzah-
lenmystik im Neuen Testament, Numerologie).

Die Fibonacci-Zahlen

Lenardo von Pisa, Sohn (= filius) des Bonacci, deshalb auch Fibonacci ge-
nannt, wollte in seinem Werk “Liber Abacci” von 1202 das arithmetische
und algebraische Wissen seiner Zeit zusammenfassen, wodurch tibrigens
die arabischen Zahlen in Europa bekannt wurden. Auf einer dieser Seiten
steht die kuriose Aufgabe: Wieviel Kaninchenpaare werden im Laufe eines
Jahres, von einem einzigen Paar ausgehend, gezeugt? Unter der Vorausset-
zung, daf$ jedes Paar monatlich ein neues Paar wirft und dafs die Kaninchen
vom zweiten Monat an gebadrfahig sind, gelangte er fiir die einzelnen Mo-
nate zu folgenden Zahlen: 1,2, 3,5,8,13,21,34, .... Diese Zahlenreihe, wo
jede Zahl (nach der zweiten) als die Summe ihrer zwei Vorganger definiert
wird, nennt man Fibonacci-Reihe.

fi=f=1 fn = fn-1+ fa—2 (n groBler als 2)

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, 233, . . . .

Die Fibonaccizahlen stehen also in einem arithmetischen Verhiltnis, da die
Differenz zweier aufeinanderfolgender Zahlen (dhnlich wie bei der arith-
metischen Reihe a — b = b — ¢) die Struktur der Fibonacci-Reihe bestimmt,
wenngleich sie nicht wie bei der arithmetischen Reihe konstant ist. Um Mifs-
verstindnisse zu vermeiden, mochte ich hier anmerken, dafs ich in diesem
Aufsatz die Begriffe Folge und Reihe synonym verwende. In der formalen
Mathematik bezeichnet man in der Regel nur eine Folge von Teilsummen
als Reihe.

Die Fibonacci-Reihe hat u.a. folgende Eigenschaften: Jedes Glied der Rei-
he (ab dem dritten) ist das arithmetische Mittel aus seinem Nachfolger und
dem Vorldufer seines Vorldufers. Die Differenz zweier Glieder dieser Fol-
ge, die ein Mittelglied einschlieflen, ist gleich diesem Mittelglied. Eine der
schonsten der elementaren Eigenschaften dieser Folge ist, dafs sie ihre eigene
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Differenzfolge ist: Bildet man die Differenzen b,, = a, 2 — an+1 aufeinan-
derfolgender Glieder der Folge (a,,), so entsteht wieder die Folge (a,,) selbst,
wenn auch leicht verschoben.

Wir haben die Fibonacci-Reihe einfach durch die Werte ihrer Vorldufer
definiert. Wenn wir aber einen allgemeingiiltigen Ausdruck fiir diese Glie-
der haben wollen, kommen wir zu dieser komplizierten Formel:

1 1 et 1 el
anzjg (5[1+\/5]) * —(5[1—\/5]) *

Das Bestiirzende an dieser Formel ist die Tatsache, daf$ die natiirliche Zahl
a, durch einen Ausdruck definiert wird, in dem die Irrationalzahl v/5 ei-
ne wesentliche Rolle spielt. Dies wird noch besonders deutlich, wenn wir

setzen
an

Cp =

an+1
Dann kénnen wir mit Hilfe voriger Formel feststellen, dafs sich ¢,, mit wach-
sendem n dem Wert g = 1(v/5 — 1) annahert.

Die Zahl g charakterisiert aber den Goldenen Schnitt. Dieses Verhéltnis
zeigt sich auch beim Pentagramm oder DrudenfufS. Ein “goldenes” Recht-
eck ist eines, dessen Seiten sich wie 1 : g verhalten.

Besonders interessant fiir die numerische Sensibilitdt macht die Fibonac-
cizahlen ihr exponentielles Wachstum. Sie sind gleichsam “figurierte Zah-
len” des Wachstums. Es gehort zur innersten mathematischen Eigenschaft
der Fibonaccizahlen, daf3 sie exponentiell, d.h. rasch wachsen. Es wire in-
teressant, mathematisch mit Julia Robinson zu zeigen, dafs alle rekursive
Folgen diophantisch definierbar sind, wenn es eine solche Folge mit expo-
nentiellem Wachstum gibt, das ist eben die Fibonacci-Reihe. Deswegen hat
ja Fibonacci angenommen, mit dieser Zahlenreihe hétte er das Muster des
natiirlichen Wachstums entdeckt, vom Wachsen der Pflanzen bis zum Wach-
sen der Hasen. Die Fibonacci-Reihe als numerisches Modell der Evolution.

Bei der Blattanordnung mancher Pflanzen, der Phyllotaxis, spielen die
Fibonaccizahlen eine Rolle. Beim Ubergang von einem zum néchsten Blatt
tritt oft eine Schraubung auf, die zum Beispiel eine halbe Drehung enthilt.
Das Arrangement der Blatter kann also als Bruch definiert werden:

Zahl der vollendeten Drehungen
Zahl der Blitter pro Zyklus

Man spricht dann von 1 Phyllotaxis (Ulme, Linde). Es treten aber auch
die Werte 1 (Buche, Haselstrauch), 2 (Eiche, Aprikose), 2 (Pappel, Birne),
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Abbildung 1.9. Mario Merz, la verticalitad sono assiomi in crescita, 1979

% (Weide, Mandel), auf. Diese Phyllotaxis-Briiche bestehen stets aus Zah-
len der Fibonacci-Reihe. Gerade diese Phyllotaxis ist eines der haufigsten
ikonographischen Motive bei bildenden Kiinstlern neben der Spirale, oder
eine propellerartige Mischung von Phyllotaxis und Spirale. Die Fibonacci-
Zahlen eignen sich eben besonders zur Darstellung des Wachstums und des
Lebens; sie sind eine Frithform von formalen Produktionssystemen. Nicht
nur {iber die Phyllotaxis ist das erfafbar, sondern auch iiber die Spirale.
Denn bei der Ananas zum Beispiel finden wir Arrangements aufsteigen-
der Spiralen als Ergebnis der Phyllotaxis. Spirale und Phyllotaxis sind also
schon in der Natur verbunden.

Von den vielen Eigenschaften und Paradoxien der Fibonacci-Folgen sei-
en jedoch besonders jene untersucht, die sie mit dem Goldenen Schnitt in
Beziehung bringen.?

Die Uberzeugung der Pythagoréer war es, daf jedes Ding und jeder Be-
griff in der Welt durch eine Zahl gekennzeichnet werden kann (Philolaos
von Kroton: “Und wirklich hat alles, was erkannt wird, Zahl. Denn es ist
unmoglich, dafl ohne diese irgend etwas im Denken erfafit oder erkannt
wird”.) Die gegenseitigen Beziehungen der Dinge sind durch das Verhalt-
nis der ihnen zugeschriebenen ganzen Zahlen ausdriickbar. Das griechische
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Wort logos fiir Verhdltnis heifit im lateinischen ratio. Daher nennen wir die
Verhiltnisse ganzer Zahlen rationale Zahlen, sie umfassen die ganzen Zah-
len (5 : 1 = 5) und die gewohnlichen Briiche (1 : 2 = 1/2). Diese schreiben
wir mit einer ganzen Zahl als Zihler iiber und einer ganzen Zahl als Nenner
unter den Bruchstrich: zum Beispiel 2, 7 usw. Da man die ganzen Zahlen als
Verhiltnis schreiben kann, gehoren auch sie zu den rationalen Zahlen wie
die Briiche. Der Pythagordismus war der erste Ausdruck der numerischen

Sensibilitit.

Das Pentagramm und der Goldene Schnitt

Doch ausgerechnet das Geheimabzeichen der Pythagoréer, der regelméfsige
Fiinfstern aus fiinf Linien, das Pentagramm, das Geheimabzeichen der Py-
thagorder, brachte das pythagoraische Weltbild, dafl man die Beziehungen
sdmtlicher Dinge durch das Verhiltnis (den logos) ganzer Zahlen (arithmoi)
beschreiben konne, zum Einsturz. Denn wenn wir das Verhiltnis zwischen

8 C

Abbildung 1.10. Pentagramm

einer Diagonale d des regelméfiigen Fiinfecks (zum Beispiel die Linie von B
nach E in Abb. 1.10) und seiner Seite s (zum Beispiel die Linie von A nach
E in Abb. 1.10), das geometrisch einfach zu bestimmen war, versuchen nu-
merisch darzustellen, dann verhilt sich zwar s : d ungefdhr wie 3 : 5 oder
wie 5 : 8 oder wie 13 : 21, aber nicht genau. Die genannten Verhiltnisse sind
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blofs Ndaherungswerte fiir das tatsdchliche geometrische Verhiltnis. Beim
Pentagramm lautet die Beziehungsgleichung zwischen Diagonale und Seite
d*>=s?+d-soder % ==,

Die Diagonale d verhdlt sich also zur Seite s wie die Seite s zur Differenz
von Diagonale und Seite (d — s). Diese Verhiltnisse miifiten nach pytha-
gordischer Lehre rational sein und d und s folglich ganze Zahlen. Wenn
wir uns nun fragen, welche Zahlenfolgen kommen am ehesten fiir diese Be-
ziehungsgleichung in Frage, so kommen wir wieder auf die Fibonaccizah-
len. Man kann nédmlich die Fibonaccizahlen paarweise in Briiche aus aufein-
anderfolgenden Fibonaccizahlen verwandeln: 1/2,2/3,3/5,5/8,8/13, usw.
Wenn wir nun diese Briiche in Dezimalzahlen verwandeln, kommen wir zu
folgenden Werten (bei drei Dezimalstellen):

1:2 0,500
2:3 0,667
3:5 0,600
5:8 0,625
8:13 0,615
13:21 0,571
21:34 0,618
34:55 0,618

Wir sehen, die Briiche der Fibonaccizahlen streben einem Grenzwert zu:
0,618... Wir konnen aber auch andere Briiche aus Paaren von Fibonacci-
zahlen herstellen, indem wir den Kehrwert von den ersteren bilden und
diesen dann ebenfalls in eine 3-stellige Dezimalzahl verwandeln:

$=1.000 % =1625
& =1.615
31 =1.619

21

=2.000 53 =1.618

=1.500 £ =1.618

=1.667 ! =1.618

=1.600 22 =1.618

oo WUt MW N

Hierbei sind also zunédchst die Zahler und dann die Nenner fortschrei-
tende Fibonaccizahlen. Auch diese rationalen Briiche oder ganzzahligen
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Verhiltnisse streben einem Grenzwert zu: 1.618..., dem sie immer ndher
kommen. 5-stellig lautet er 1.61803. .. und ist mit einem anderen berithm-
ten Bruch identisch, den wir erhalten, wenn wir eine beliebige Strecke der
Lange x + y so in zwei Teile teilen, dafl das Verhilinis der ganzen Strecke
(z+y) zur groBeren Strecke x das gleiche ist wie das Verhdltnis der groieren
Strecke z zur kleineren Strecke y.

Dieses Verhéltnis nennen wir den Goldenen Schnitt:

T+y @

z y

Ausmultipliziert ergibt das 2> = zy + y> oder z*> — zy — y*> = 0, oder
5y° T
(xz —y/2)* = 24, welches das Verhiltnis
z _ (1+V5)
y 2
liefert. Es ist @ = 1.61803.. ., also die gleiche Zahl wie der Grenzwert
von Briichen von Zahlen aus der Fibonacci-Reihe.

Abbildung 1.11. Geometrische Konstruktion des Goldenen Schnitts

Die “heilige Verhiltniszahl” des Goldenen Schnitts ist tibrigens die einzi-
ge Zahl, die ganz einfach in ihre reziproke Zahl verwandelt werden kann,
indem man 1 abzieht: z — 1 = % Daraus erhilt man z2 — z — 1 = 0, also
obige Gleichung mit y = 1 eingesetzt, was z = % als Losung hat. Es ist
also

(1++/5) . 2

2 (1+V5)
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Die irrationale Zahl 1.61803 ... hat fiir einige Verwirrung in der Litera-
tur gesorgt und zu Verwechslungen von Fibonacci-Reihe, Goldener Schnitt
und Harmonikalitdt gesorgt, die zwar in Beziehung zueinander stehen,
aber nicht dasselbe sind. Sie alle haben mehr oder minder mit der pytha-
gordischen Tradition zu tun, deswegen wollen wir sie etwas genauer unter-
suchen und differenzieren.

Die Verhiltniszahl des Goldenen Schnitts als Harmoniegesetz hat in der
klassischen Kunst, von Diirer tiber Raffael zu Tizian, eine bekannt grofSe
Rolle gespielt. Dem Goldenen Schnitt GS als Maf$ in der Kunst entspricht
auch ein GS als Maf8verhélinis in der Natur.

“Sehr oft 1463t sich an Blattern und Bliiten das Mafsverhélinis des Golde-
nen Schnitts nachweisen, so beim Blatt des Goldregens, der Alpengédnsedi-
stel, der Maiblume usw. Das Schneeglockchen ordnet seine Bliitenblatter im
gleichseitigen Dreieck an, wihrend uns die Bliiten der verschiedenen Lili-
enarten das zum Sechsstern verdoppelte gleichseitige Dreieck zeigen. Au-
erdem diirfte bekannt sein, daf$ die Bienenwabe aus vielen nebeneinander
gefiigten reinen Sechsecken gebildet wird.

Akeleibliite Glockenblume Seestern
Efeublatt Pentagramm oder Sternfiinfeck Heckenrose

Abbildung 1.12. Proportionsverhiltnis bei Pflanzen und Meerestieren

Abbildung 1.13. Goldene-Schnitt-Proportionen bei Pfanzen, von links Hahnenfufs,
Seidenpflanze, Schachtelhalm

Auch das Quadrat 1463t sich als Grundform vielfach in der Natur nach-
weisen: so treffen wir es in der Verdoppelung als Achtstern bei den Kreuz-
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bliutlern, bei Mannertreu und Wiesenschaumkraut, und als Achteck in selte-
ner Regelmifiigkeit bei der Einbeere, einem staudigen Liliengewéchs. Dage-
gen bildet die ungefiillte Bliite der Dahlie einen achtstrahligen Stern. Noch
hiufiger begegnet uns aber das Fiinfeck und das Sternfiinfeck oder Penta-
gramm, eine Figur, der Jahrtausende hindurch geheimnisvolle Bedeutung
beigemessen wurde. In der Pflanzenwelt treffen wir diese Form am klar-
sten in der Akeleibliite, in der Tierwelt beim Seestern an. Zahlreiche andere
Bliiten, wie die Glockenblume, die Nelke, die Heckenrose, die Lindenbliite,
der Phlox und andere zeigen diese Grundform, ebenso wie verschiedene
Blétter, etwa das Himbeerblatt. Ziehen wir beispielsweise die Pentagramm-
form tiber ein Efeublatt, so stellen wir bei aller Unregelméfiigkeit, die dieses
Blatt sonst aufweist, fest, dafs die Grundverwandtschaft mit der Fiinfecks-
form besteht. Es scheint, als bemiihe sich die Natur, der idealen mathe-
matischen Grundform so nahe wie moglich zu kommen. Die Abbildungen
verdeutlichen dies.

Gerade der Fiinfstern, also das bereits erwdhnte Pentagramm, hat fur
unsere weiteren Betrachtungen besondere Bedeutung, teilen sich doch die
Pentagrammseiten "stetig” im Goldenen Schnitt, dem wir in der Natur auch
beim Wachstum der Pflanze, bei einem edel gebauten menschlichen Koérper
oder den Abmessungen eines Pferdekorpers begegnen. So fiihrt das stetig
fortschreitende Wachstum der Pflanze, wie es der kleine Pappelzweig zeigt,
héufig zu einer stetigen Teilung, wenn auch das ungeschulte Auge oft keine
Regel erkennen kann. Die Strecken zwischen den einzelnen Knotenpunkten
stehen sehr schon im ‘Goldenen Verhiltnis’, das auch bei weiterem Langen-
wachstum beibehalten wird.” [Hangenmaier, 1977].

Die harmonikalen Proportionen und der pythagoriische Traum

Die Harmonik geht auf Pythagoras zuriick. Ihre Lehre ist, dafl nicht nur
unser Ohr ganzzahlige Intervallproportionen bevorzugt - die Pythagoréer
glaubten ja daran, daff die ganze Welt durch das Verhltnis (logos) ganzer
Zahlen beschrieben werden kann -, sondern dafd diese Intervalle der Mu-
sik auch Naturgesetze sind, siehe Johannes Keplers “Weltharmonik”. Die
12 musikalischen Hauptintervalle entstehen durch die Teilungen einer Sai-
te nach ganzzahligen Verhiltnissen. Schwingt eine Saite (einer beliebigen
Lange), erhalten wir den Grundton, die Tonika. Vibriert nur mehr die Half-
te, besteht also das Verhdltnis 1:2, steigt der Ton und wir erhalten die Ok-
tave. Das Verhiltnis der Saitenldngen, die schwingen, zu denen, die nicht
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schwingen, kann auch als Verhaltnis von Wellenldngen und von Frequenzen
aufgefafst werden. Wo immer aber die gleiche Proportion zwischen schwin-
gendem und ruhigem Saitenabschnitt vorhanden ist, erklingt das gleiche
Intervall. Die weiteren Proportionen der 12 Hauptintervalle sind

2:3  Quinte (der Ton steigt um ein Fiinftel) 5:9 kleine Septime

3:4  Quarte 8:9 grofle Sekunde
3:5 grofie Sexte 8:15  grofle Septime
4:5 grofe Terz 15:16 kleine Sekunde
5:6 kleine Terz 32:45 Tritonus

5:8 kleine Sexte

Fiir die traditionelle Musiktheorie gelten die Intervalle bis zur kleinen
Sexte als Konsonanzen, der Rest als Dissonanzen.

In harmonischer Proportion befinden sich die 3 Zahlen a, b und ¢ in fol-
gender Proportion:

—

1 1 c c—b
5T T
Man nehme zum Beispiel fiir a,b und ¢ : 2,3 und 6. Gerade die Folge der
Konsonanzen hat Glieder: 1:2,2:3,3:5,5 : 8 (Oktave, Quinte, grofie Sex-
te, kleine Sexte), die mit den ersten Gliedern der Fibonacci-Reihe, als Briiche
definiert, tibereinstimmen: 1/2,2/3,3/5,5/8...bzw. 2/1,3/2,5/3,8/5... .
Und gerade diese rationalen Briiche oder ganzzahligen Verhiltnisse bzw.
Proportionen kommen dem tatsdchlichen geometrischen Verhdltnis zwi-
schen Diagonale d und Seite s im Pentagramm immer ndher, und zwar je
dichter das Proportionsintervall, desto genauer. Die Beziehungsgleichung
zwischen Diagonale d und Seite s lautet ja beim Pentagramm: d® = s? +d-s.
DemgemiB giltd : s = s : (d — s). d soll sich zu s wie s zur Differenz von
d — s verhalten.

Dieses Verhiltnis miifite nach pythagoraischer Lehre rational sein, daher
d und s ganzzahlig. Versuchen wir nun, diese Forderung zu erfiillen, und
dieses (geometrische) Verhdltnis von d und s mit Zahlen zu besetzen, so
sehen wir, dafs dies mit Paaren aus der Fibonacci-Reihe oder Harmonik am
besten gelingt.

SHN
o>

d 123581321
5 11235813
d—s 0112358

d _ _s
s

= 7% kann man ja transformieren in d(d — s) = s - s .
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Wenn wir nun die obigen Zahlen in diese Gleichung einsetzen, miifiten
bei d(d — s) und s - s die gleichen Summen herauskommen:

d(d—s)... 023102465168
s-s=s>... 114 92564169

Es klappt nur fast, denn wenn wir die untereinanderstehenden Zahlen die-
ser Zeilen vergleichen, sehen wir, daf8 der Unterschied immer geringer wird,
je grofer die Zahlen werden. Dennoch wird man nie zwei Zahlen finden,
seien sie noch so grof, fiir welche d(d — s) exakt gleich s - s(= s?) ist.

Was war nun diese Beziehung von Diagonale d und Seite s im Penta-
gramm eigentlich? Wenn wir d als ganze Strecke = plus y nehmen, und s als
die groflere Strecke, dann ergibt die Differenz d — s = (2 + y) — 2 also die
kleinere Strecke y . Wenn sich nun d : s wie (z + y) : z verhalten soll, dann
verhélt sich auch s : (d — s) wie z : y. Das bedeutet aber: d : s = s : (d — s)
beschreibt die gleiche Proportion wie (z + y) : @ = z : y. Das Verhéltnis
d:s =s:(d—s) des Pentagramms hief bis zum Mittelalter “proportio
divina” und seit der Renaissance Goldener Schnitt.

Diese Proportion war zwar durch die Fibonaccizahlen am anndherndsten
mit Hilfe ganzer Zahlen zu errechnen - wie es der Pythagordische Traum
vorschrieb -, aber wie wir gesehen haben, nie exakt. Es blieb immer ein
Rest. Dieser bedeutet, daff Diagonale und Seite eines Pentagramms in ih-
rem Verhiltnis nicht durch zwei ganze Zahlen, als rationaler Bruch, dar-
stellbar sind, dafs also d und s kein gemeinsames Maf3 haben, also inkom-
mensurabel sind. Das Verhiltnis der grofieren Strecke x (Major) zur kleine-
ren Strecke y (Minor) des Goldenen Schnitts tendiert zwar wie die Briiche
aus aufeinanderfolgenden Fibonaccizahlen einem Grenzwert zu, namlich

% = % = 1.61803.. ., doch ist dies wegen /5 ein irrationaler Bruch.

In der Praxis wire diese Inkommensurabilitit, UnmefSbarkeit, durch ein
Fortsetzen der Fibonacci-Reihe zu immer grofleren Zahlen vernachléssig-
bar und das Verhiltnis von d : s bzw. z : y mit gewiinschter Genauig-
keit erreichbar gewesen, doch theoretisch nicht mehr. So zerbrach der Py-
thagordische Traum und der Begriff der Inkommensurabilitidt tauchte auf.
Fiir den Hauptwert des Goldenen Schnitts (0,618), den Major, kannte man
bereits seit der Antike als Anndherungslosung die harmonikale Proportion
5:8 (=0,625), die nur um 0,007 von ihm abweicht. Wahrscheinlich hat man
aus praktischen Griinden immer mit solchen Anndherungswerten gearbei-
tet, die man aus der Harmonik oder der Fibonacci-Reihe nahm.
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Man kann mit Quadraten von den Seitenldngen 1,2, 3,5,8,13. .. (also Fi-
bonaccizahlen) Rechtecke aufbauen, deren Seitenverhéltnisse stindig besser
dem des Goldenen Schnitts entsprechen. Die Fibonaccischen Zahlenverhalt-
nisse nidhern sich immer besser dem irrationalen Verhéltnis d : s an, so wie
man aus jedem Rechteck, dessen Seitenliangen gleich Diagonale d und Seite
s eines regelméafligen Fiinfecks sind, durch Abspaltung eines Quadrates ein
dem vorigen dhnliches Rechteck bekommt - man aber an kein Ende kommt.

1 3 6 8 10
? ? fis gis b
C D E F G A H L

] 2 4 5 7 9 1 12

Abbildung 1.14. J. S. Bach, wohltemperiertes Klavier

Eine andere Anndherung an die harmonikalischen Proportionen hat
J. S. Bach mit seinem wohltemperierten Klavier durchgefiithrt. Wahrend
die griechische Harmonielehre bzw. die Fibonacci-Reihe auf ganzen Zahlen
und deren Verhiiltnis aufgebaut (also arithmetischer Natur) waren, konstru-
ierte Bach eine geometrische Reihe (dhnlich der geometrischen Natur des
Goldenen Schnitts) als Basis fiir seine Harmonik.* Wie bereits erwahnt, ist
das Schwingungsverhiltnis von Tonika zu Oktav 1:2.

Die 11 zwischen Tonika und Oktav liegenden Téne sollen sich nicht durch
(verschiedene) ganzzahlige Verhiltnisse ergeben (wie dies ein sehr guter
Geigenvirtuose auszufiihren vermag, indem er mit dem Bogen die Saiten in
entsprechenden Proportionen zum Schwingen bringt), sondern alle in glei-
chem Verhiltnis zueinander stehen. Das bedeutet fiir aufeinanderfolgende
Tone z,y, z die Beziehung z : y = y : z oder y = \/z - z (geometrische Reihe).
Damit das Verhiltnis 1:2 zwischen Tonika und Oktav auch erhalten bleibt,
wenn alle benachbarten Téne ein konstantes Schwingungsverhiltnis haben,
ist es notwendig, daf dieses gleich 1 : %/2 ist. Von der Tonika zur Oktav
kann man daher die einzelnen 12 Toéne durch die folgende geometrische
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Abbildung 1.15. Arnold Schénberg, Zwolftondrehscheibe fiir “Bldserquintett op.
26”7, (©Arnold Schonberg Center, Wien

Abbildung 1.16. Arnold Schénberg, Zwolftonreihenschieber fiir “Serenade op. 24
(box 24)”, ©Arnold Schonberg Center, Wien

Proportion genau festlegen: 1, ¥/2, ( ¥/2)2, ( ¥/2)%, (¥/2)*, ..., ( V2)",2.

Aus dieser Gleichberechtigung aller Téne durch Gldttung der arith-
metischen Verhdltnisse entwickelte sich die 12-Tonmusik Hauers und
Schonbergs mit ihren eigenen Gesetzmafsigkeiten.
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Das Ende des pythagoriischen Traums

Wegen der Ungenauigkeit der Messungen kann das Vorkommen des Gol-
denen Schnitts in Wirklichkeit ein Beweis fiir harmonikalisches Bauen sein.
Die Fibonacci-Reihe schlédgt eine Briicke zwischen zwei unversohnlichen
Gegnern, dem Goldenen Schnitt, der Serie irrationaler Briiche, und der Har-
monik, der Serie rationaler Briiche.

Desweiteren wurde die Apotheose des Goldenen Schnitts durch Luca Pa-
cioli (1445-1514) in seinem Buch “Divina proportione” (mit Abbildungen
von Leonardo da Vinci) unter dem Eindruck des religiosen Dogmas von
der Trinitdt gefiihrt, sodal es durchaus wahrscheinlich ist, daff in Wahr-
heit bis dahin nach harmonikalischen Intervallproportionen gebaut wor-
den war, was einfacher, meflbarer und rationaler (im doppelten Sinne des
Wortes) war als mit den irrationalen, inkommensurablen, komplizierten
Goldenen Schnitt-Zahlenverhéltnissen. Oder man baute nach Fibonacci-
Zahlen, deren Briiche ja auf einen Grenzwert zu tendieren, welcher der Ma-
jor des Goldenen Schnitts (0,618...) ist. Die Fibonacci-Reihe schlédgt also
eine Briicke zwischen dem Goldenen Schnitt und der Harmonik: Der Major
liegt namlich den musikalischen harmonikalischen Konsonanzen in Gestalt
der beiden Sexten (3:5, 5:8) am néchsten.

Harmonik, Goldener Schnitt und Fibonacci-Reihe beriihren sich in vielen
Punkten, stehen aber im Grunde jeder fiir sich, wenn nicht in Gegensatz
zueinander. Sie bilden die bzw. kommen aus der ersten Grundlagenkrise
der Mathematik. Wir haben gesehen, die Harmonik besteht aus ganzzah-
ligen Intervallproportionen, welche wie die Fibonaccizahlen ein ganzzah-
liges Verhiltnis zueinander haben, ein arithmetisches (arithmos bedeutet
ganze Zahl) Verhiltnis. Der Goldener Schnitt ist aus Strecken gebildet, die
nicht exakt durch das Verhiltnis zweier ganzer Zahlen ausgedriickt werden
konnen, sie sind inkommensurabel, aber man kann sie zeichnen, sie haben
ein geometrisches Verhiltnis. Die Fibonacci-Reihe ist die Zahlenfolge, mit
der man am besten die stetige geometrische Teilung des Goldenen Schnitts
ganzzahlig darstellen kann (in ganzzahligen rationalen Briichen).

Die Fibonaccizahlen kamen dem pythagordischen Traum am néchsten.
Denn das Verhiltnis von Diagonale d und Seite s des Pentagramms, das
inder Formd : s = s : (d — s) als “gottliche Proportion” bzw. “Goldener
Schnitt” bekannt ist, ist durch Fibonaccizahlen am anndherndsten zu errech-
nen, wenn auch nicht ganz. Denn wie die Briiche aus aufeinanderfolgenden
Fibonaccizahlen strebt auch das Verhdltnis der grofseren Strecke zur kleine-
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ren Strecke des Goldenen Schnitts einem Grenzwert zu, nimlich

f:mzl.msw..,
Y 2

doch ist dies wegen v/5 ein unendlicher irrationaler Bruch, was soviel heifit
wie, dafs eben der Goldener Schnitt nicht restlos durch rationale Briiche gan-
zer Zahlen beschreibbar ist, sondern ein unaufloslicher, wenn auch bei im-
mer grofieren Fibonaccizahlen immer kleiner werdender Rest bleibt — das
Unendliche (welches die Punkte . .. bedeuten).

Der Goldene Schnitt und die Harmonik sind gewissermafien Gegner.
Ein irrationaler Bruch ist ein Quotient von Zahlen, der (im allgemeinen im
Zihler) mindestens eine Wurzel (aus einer positiven Zahl) enthilt, sodaf$ er
einen unendlichen nichtperiodischen Dezimalbruch ergibt. Ein rationaler
Bruch ist ein Quotient zweier natiirlicher (oder ganzer) Zahlen, was einen
endlichen oder periodischen (in seiner Bauart also durch endlich viele Zif-
fern beschreibbaren) Dezimalbruch ergibt.

Der harmonikalische pythagordische Traum geht davon aus, daf$ die Welt
durch das Verhiltnis ganzer Zahlen beschrieben werden kann. Da das grie-
chische Wort fiir Verhiltnis logos im Lateinischen ratio heifit, nennen wir
die Verhiltnisse ganzer Zahlen (arithmoi) rationale Zahlen. Sie bilden auch
den Mythos fiir einen rationalen, logischen Aufbau der Welt. Doch aus
der Zahl selbst, aus den Eigenschaften der arithmoi, den Verhéltnissen gan-
zer Zahlen, wurde die Irrationalitdt geboren. Aus dem Schofle der Ratio,
dem Zahlenverhiltnis, entsprang die Irrationalitdt. Das Symbol des Mafses,
die Zahl, gebar auch die Idee der Inkommensurabilitdt, des Nichtmefiba-
ren. Denn ausgerechnet das Geheimabzeichen der Pythagoraer, das Pen-
tagramm, lief sich nicht exakt ganzzahlig, rational darstellen. Wenn schon
nicht einmal das Pentagramm als Verhéltnis ganzer Zahlen beschrieben wer-
den konnte, dann natiirlich auch nicht die Welt. Die Pythagoréer trugen die-
sen Traum dennoch weiter, obwohl ihnen schon seit dem 5. Jahrhundert vor
Christi der Begriff der Inkommensurabilitdt bekannt war: Der Beweis fiir
die Unmdoglichkeit, das Verhiltnis der Quadratwurzel aus 2 zur Einheit in
ganzen Zahlen auszudriicken, also der Unmoglichkeitsbeweis fiir die Bezie-
hung d? : s = 2s? : d>. Die Seite s und die Diagonale d des Quadrates waren
schon inkommensurabel. Die ungeheure Tragweite dieser Entdeckung der
Inkommensurabilitidt und des Irrationalen aus dem Schofie des Mafses und
der Ratio selbst hat nicht nur die griechische Mathematik erschiittert.®
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Der neue pythagoriische Traum: das digitale Prinzip

Der neue pythagordische Traum lautet: kann ein Computer die Welt perfekt
simulieren? Nicht nur in der Antike, auch in der Neuzeit traumt man vom
pythagordischen Prinzip. Die Beschreibbarkeit der Welt durch ganze Zahlen
steigerte sich mit dem Church-Turing Prinzip zum Ideal der effektiven Be-
rechenbarkeit der Welt. David Deutsch definierte 1985 dieses Prinzip nach
den Namen zweier Logiker: “Every finitely realizable physical system can
be perfectly simulated by a universal model computing machine operating
by finite means”[Deutsch, 1985].

George Boole (1815-1864) hat im 19. Jahrhundert in seinem Buch “Laws of
Thought”, der Begriindung des Logikkalkiils, diesem Traum die Grundlage
geliefert, indem er die Grundlage fiir eine Verbindung von Zahl und Elek-
trizitdt lieferte. In diesem Buch steht der Satz “Die Bedeutung der Symbole
0 und 1 im System der Logik sind das Nichts und das All”. Er folgt da-
bei der Spur des bindren Zahlensystems von Leibniz, das darin besteht, alle
Zahlen durch blo8 zwei Ziffern (0, 1) darzustellen. Die bindre Darstellung
der Zahlen gehort zur Grundlage der digitalen Welt. Denn erst mit ihrer
Hilfe kann man durch Elektrizitdt Zahlen darstellen, kann der Computer
rechnen. Hat ndmlich der Logiker Boole die Symbole 0 und 1 mit Nichts
und All gleichgesetzt und darauf einen Logikkalkiil, eine Netzalgebra etc.
aufgebaut, so konnte der Ingenieur daraus Schaltungssysteme ableiten, in-
dem er fiir das Symbol 1 Elektrizitdt und fiir das Symbol 0 Nicht-Elektrizitat
setzte. Flof$ Strom durch die Leitung hief} das 1, flof kein Strom durch die
Leitung hiefs das 0. Mit dieser sequentiellen Abfolge von Strom und Nicht-
strom, von Elektrizitit und Nichtelektrizitit, von 1 und 0 konnte der Com-
puter (eine elektrische Maschine) Zahlen darstellen und Rechenvorginge
ausfiihren. Die Darstellung digitaler Zahlen (das sind Zahlen, die nur durch
zwei Ziffern ausgedriickt werden, namlich 0 und 1) durch Elektrizitat und
Nicht-Elektrizitit bildet die Basis fiir die elektronische Welt des Computers,
fuir unsere elektronische, digitale Welt. Ein Dualismus, der sich aber zu et-
was neuem verbindet (ndmlich zwei Ziffern, die jeweils durch eine andere
Anordnung eine andere Zahl darstellen), zeichnet das digitale Denken aus.
Dieser bindre Code ist die neue Form der numerischen Sensibilitit, der neue
pythagordische Traum: Elektronisierung der Welt. Zahl: Elektrizitat: Digi-
talisierung der Welt. Die Zahl steckt also nicht nur hinter der Proliferation
des Hasen, sondern steht auch in Zusammenhang mit der Elektrizitdt. Das
digitale Prinzip ist also der neue pythagordische Traum.
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Der quantifizierende Geist, 1'esprit de la géometric, hat bereits im 18.
Jahrhundert einen ersten Hohepunkt erreicht. Nach 1900 erschienen meh-
rere Werke, die den “geometrischen Geist” bzw. das digitale Prinzip spe-
zifisch auf das Wachstum von Formen lebender Organismen anwendeten.
Theodore Andrea Cook publizierte 1903 “Spirals in Nature and Art” und
1914 “The Curves of Life”, ein Werk, das ganz der Spirale (the most beauti-
ful of curves” - A.R. Wallace) und ihrem geschichtsméachtigen Wirken in der
Biologie, Botanik, Kosmologie, Architektur und visuellen Kunst gewidmet
war [Cook, 1979]. Die endlose Kurve der Spirale vermittelte den Eindruck
kontinuierlicher Bewegung.

Die Spirale oder die Helix ist ein Phdnomen, das so oft in allen Formen
des Wachstums, bei Pflanzen, bei Tieren, beim menschlichen Kérper, vom
Andromeda-Nebel bis zur DNA (Doppel Helix) beobachtet wurde, daf$ die
Vermutung nahe liegt, sie ldge allem Wachstum und damit allen Formen
des Lebens zugrunde. Insbesondere die logarithmische Spirale (“Spira mi-
rabilis” nannte sie Bernoulli 1691) wird als Manifestation jener Energie be-
trachtet, die beim Wachstum organischer Korper arbeitet. Cook ist sich al-
lerdings klar, daf8 der Geometrisierung des Lebens (“to define a natural ob-
ject in mathematical terms”) Grenzen gesetzt sind und ebenso dem organi-
schen Aspekt der logarithmischen Spirale (“a logarithmic spiral is as near
as we can get in mathematics to an accurate definition of the living thing”)
[Cook, 1979].

In der Geschichte der Kunst sind allerdings in der Tat Spiralformen, be-
sonders wegen ihres Aspektes der Symmetriebrechung und der Chiralitat
(Links- oder Rechts-Handigkeit), gerne als “Kurven des Lebens” zur Dar-
stellung des Lebens beniitzt worden.

Das gnomonische Wachstum und die logarithmische Spirale

Die logarithmische Spirale und ihre Eigenschaft des gnomonischen Wachs-
tums hat auch D’Arcy Thompson bei seinem Studium des Wachstums le-
bender Organismen fasziniert. In seinem Buch “On Growth and Form”
(1914) hat er der “gleichwinkligen Spirale”, wie Descartes und Roger Co-
tes die logarithmische Spirale nannten, ein eigenes Kapitel gewidmet. Was
ihn bei der Spirale als Wachstumsform interessierte, war, dafs das spirali-
ge Gehiuse, wie auch das darin enthaltene Lebewesen, an Grofie zunimmt,
aber seine Form nicht verdndert: “Die Existenz dieses konstanten Wachs-
tumsverhaltnisses oder dieser konstanten Formahnlichkeit ist das Wesentli-
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Abbildung 1.17. Robert Smithson, Spiral Jetty, Great Salk Lake, Utah, 1970

Abbildung 1.18. Peter Weibel, Eadem Mutata Resurgo, logische Spirale, 1975.

che bei der gleichwinkligen Spirale.”[Thompson, 1966].

Darauf hatte schon Christian Wiener in den "Grundziigen der Weltord-
nung” (1863) hingewiesen. Jeder Zuwachs gleicht seinem Vorgdnger. Das
Wachstum geschieht durch symmetrische Ausdehnung und so bleibt seine
Form unveréndert bewahrt. Diese Eigenschaft kontinuierlicher Ahnlichkeit
gibt es unter allen Kurven nur bei der gleichwinkligen bzw. logarithmischen
Spirale. Daraus entsteht die gnomonische Eigenschaft der Spirale, nimlich
beim Wachstum aufier der Grofie keine Verdnderung zu erleiden: Formin-
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Abbildung 1.19. Links: Polyprion, rechts: Pseudopriacantus altus

N

Abbildung 1.20. Gnomonische Figuren

varianz bei Skalierungsvarianz, vergleichbar den Fraktalen. Ein Gnomon ist
eine Figur, die, wenn sie zu irgendeiner anderen Figur hinzugefiigt wird, ei-
ne dem Original dhnliche Figur entstehen ldfst. Symmetrisches Wachstum ist
also gnomonisch, das heifit, “dafs jeder folgende Zuwachs seinem Vorganger
dhnlich ist, und zwar dhnlich sowohl in Bezug auf die Vergrofierung wie auf
die Anordnung.”[Thompson, 1966].

Doch Thompson warnte vor der “mystischen Vorstellung”, die Spirale
selbst als Manifestation des Lebens zu sehen, da sie ja aus lebloser Sub-
stanz geformt wird. Thompson beharrte darauf, dafl die Formen und
Formverdnderungen von Organismen, die durch Bewegung und Wachs-
tum in Erscheinung treten, mit Hilfe physikalischer Methoden und Uber-
legungen, die mit mathematischen Gesetzen iibereinstimmen miissen, er-
klart werden konnen. Der Zustand und die Form eines Organismus wie
auch die Verdanderung dieses Zustandes bzw. der Form sind das Resul-
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tat einer Anzahl von Kriften und Energien: “Die Morphologie ist nicht
nur ein Studium materieller Dinge und der Form der materiellen Din-
ge, sondern besitzt auch die dynamischen Aspekte, in deren Rahmen wir
uns mit Hilfe von Kréiftebegriffen mit der Deutung von Energievorgangen
befassen.”[Thompson, 1966].

Die Vorstellung einer dynamischen Symmetrie, die auf den Gesetzen
der Thermodynamik aufgebaut ist, war also schon vorhanden (siehe auch
Jay Hambridges “Dynamic Symmetry” von 1920). Fiir die Entwicklung,
das Wachstum und die Verdnderung von Formen fiihrte Thompson selbst
mathematische Modelle ein, die berithmten cartesischen Transformationen.
Unter den Fischen entdecken wir eine grofie Mannigfaltigkeit von solchen
Deformationen.

Abbildung 1.21. Mario Merz, each 5 numbers nature growth herself, 1979.

Thermodynamisch definierte Formen

Die mathematischen Aspekte und dynamischen Prinzipien der Morpholo-
gie, auf die Thompson hingewiesen hatte, verfolgte auch Matila Ghyka in
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“The Geometry of Art and Life” (1946). Auch hier spielt die logarithmische
Spirale eine Rolle. Ghyka verweist besonders auf die pentagonale Symme-
trie als spezifisch fiir die vektorialen Pulsationen des Wachstums von le-
benden Organismen. Er beruft sich dabei auf FM. Jaegers “Lectures on the
principle of symmetry and its applications in natural science” (1917). Aber
diese Positionen, die Spiralen als Geometrie des Lebens selbst zu betrach-
ten, sind schon von Thompson als “mystisch” widerlegt worden. Ghykas
Verdienst ist es hingegen, thermodynamische Prinzipien zur Definition der
Formen eingefiihrt zu haben. “The most general principle governing the
states of equilibrium of physico-chemical systems is the ‘Criterium of Di-
richlet”: in order that the equilibrium of a closed system should be stable
it is sufficient that its potential energy should be (or should pass through)
a minimum.”[Ghyka, 1977] Alfred J. Lotka hat 1922 auf die Bedeutung der
Energieproblematik fiir gestaltbildende Reaktionen hingewiesen (The Ener-
getics of Evolution).

Fraktales Wachstum: Symmetrie und Selbstsimilaritiit

Benoit Mandelbrots Untersuchungen zur “fraktalen Geometrie der Natur”
[Mandelbrot, 1983] die aus seinem Essay “Les objets fractals: forme, ha-
sard et dimension” (1975) hervorgingen, haben ebenfalls zum Ziel, Irregula-
ritdten und Singularitdten der Formbildung mathematisch zu beschreiben.
Die “mathematischen Monster”, die er Fraktale nannte, bilden einen Teil
jener Geometrie des Wachstums, jener Formen in der Natur (Wolken, Ber-
ge, Walder, Kiisten), die besonders irreguldr scheinen, doch in der Tat sym-
metriedhnlichen Gestaltprozessen unterliegen. Zum Beispiel kénnte wegen
der Identitdt der Irregularitit in allen Skalierungen die fraktale Iteration des
Sierpinski-Teppichs mit dem gnomonischen Wachstum der logarithmischen
Spirale verglichen werden.

Fraktale Objekte entstehen durch sukzessive Einsetzungs- und Erset-
zungsprozesse bzw. Umformungsregeln. In einen Initiator wird ein Ge-
nerator eingesetzt, zum Beispiel in eine gerade Linie eine gebrochene Linie,
wobei in die verbleibende gerade Linie der neuen Form wieder gebroche-
ne Linien eingesetzt werden, also rekursiv vorgegangen wird. So entsteht
eine weitere “Kurve des Lebens”, die Schneeflockenkurve, 1905 von Koch
vorgeschlagen.

Mit fraktalen Objekten erreicht der esprit de la géometrie eine neue Nihe
zum Wachstum der Natur, zum Beispiel zu den Pflanzen. Biume und Pflan-
zen sind wegen ihrer rekursiven Verzweigungsstruktur bzw. wegen ihrer
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VAN
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Abbildung 1.22. Schneeflockenkurve nach Koch

Bifurkation zum Teil als Fraktale darstellbar. Die fraktale Iteration, die re-
kursive Ersetzung gleicher Objekte, fiihrt zu einer Struktur, wo alle Teile ei-
ner Gestalt eine geometrische Ahnlichkeit zum Ganzen haben. Diese Selbst-
similaritdt als Struktur zwischen den Teilen und dem Ganzen ist eine rele-
vante Eigenschaft, wenn auch abstrahiert, von Pflanzen.

Fraktale konnen als vereinfachte abstrahierte Reprasentationen von rea-
len Pflanzen betrachtet werden, wobei die rekursiven Entwicklungsme-
chanismen nicht mehr Symmetrie oder Spirale sind, sondern Selbstsimi-
laritdt und Entwicklungsalgorithmen. Symmetrie wird als Invarianz ei-
ner Konfiguration von Elementen gegentiber einer Gruppe von automor-
phen Transformationen definiert, welche Transformationen Kongruenzen
sind, die durch Rotation, Reflexion und Translation erreicht werden. Kénn-
te daher Selbstsimilaritat als Spezialfall der Symmetrie unter Skalierungs-
operationen betrachtet werden? Nein, aber wenn auch Selbstsimilaritat
schwiécher ist als Symmetrie, ist Selbstsimilaritdt dennoch ein Paradigma
fiir Strukturen in der natiirlichen Welt, besonders in der Botanik.

Formale Grammatiken

Das rekursive Ersetzen eines Teils des Ausgangsobjektes durch (selbst)dhn-
liche Elemente kann auch als Umschreib- bzw. Umformungsprogramm de-
finjert werden. Die fraktale Kurve einer Schneeflocke ist das Ergebnis einer
Umschreibregel, wo rekursiv offene Polygone ersetzt werden. John Con-
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ways populdres “game of life” von 1970 ist ein Umschreibemechanismus,
der sich auf Felder bezieht.

Der norwegische Mathematiker Axel Thue hat 1914 mit seiner Arbeit
“Probleme {iber Verdnderungen von Zeichenreihen nach gegebenen Re-
geln” das erste Umformungs- bzw. Umschreibe-Programm geliefert, das
iiber Buchstaben-Ketten operiert. Sein Problem war: Wie kann ich wis-
sen, ob aus einem endlichen Alphabet X (zum Beispiel A, B,C,D,E, F)
mit einigen Umformungsregeln der Gestalt u — v (zum Beispiel ABA —
CA,DA — D) eine gegebene Zeichenkette ableitbar ist (ist ABADAEBC in
CC A uiberfiihrbar)?

Emil Post hat 1947 die “rekursive Unlosbarkeit” des Thue-Wortproblems
bewiesen, das heifit, daf$ es kein allgemeines Verfahren zur Losung gibt.
Semi-Thue-Systeme erwiesen sich aber in den fiinfziger Jahren als Modelle
zur Beschreibung formaler syntaktischer Strukturen der natiirlichen Spra-
che sehr brauchbar (N. Chomsky). Backus und Naur verwendeten eine
auf Umformung basierte Notation, um eine formale Definition der Pro-
grammiersprache ALGOL-60 (Algorithmic Language) zu besorgen. Um-
formungsprogramme, Umschreibesysteme von Zeichenketten waren also
gleichsam linguistische Wachstumsprogramme. 1968 fiihrte der Biologe
Aristid Lindenmayer neue Zeichenketten-Umschreibemechanismen ein, die
spdter sogenannten L-Systeme, wo alle Buchstaben eines Wortes parallel
und simultan, nicht sequentiell wie bei Chomsky, ersetzt werden. Die ein-
fachste Klasse der L-Systeme sind die deterministischen kontextfreien L-
Systeme, DOL-Systeme genannt. Wenn wir eine Zeichenkette aus den Buch-
staben a und b haben und die Umformungsregeln ¢ — ab und b — a und
das Axiom b gegeben sind, dann erhalten wir am Ende der Entwicklung die
in der Abbildung 1.23 wiedergegebene Sequenz.

Dieser Formalismus kann benutzt werden, um die Entwicklung von Zel-
len zu simulieren. Die komplexen Formalismen der L-Systeme werden zum
mathematischen Instrument, Wachstumsprozesse zu simulieren.

Przemslaw Prusinkiewicz und Aristid Lindenmayer haben die “algorith-
mische Schonheit der Pflanzen” [Prusinkiewicz und Lindenmayer, 1990] ge-
zeigt. Die Sprache der Mathematik beschreibt besser denn je die Entwick-
lung von Pflanzen. Mit Hilfe der auf den L-Systemen aufgebauten formalen
Produktionssystemen konnen Pflanzen im Computer perfekt simuliert wer-
den. Geometrische Eigenschaften von Pflanzen wie bilaterale Symmetrie
der Blitter, Rotationssymmetrie der Blumen etc. werden durch die Eigen-
schaft der Selbstsimilaritét (eine schwachere Symmetrie) ergénzt. Selbstahn-
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Abbildung 1.23. Beispiel einer Ableitung in einem DOL-System.

lichkeit entsteht dort, wo ein Teil einer Form geometrisch dhnlich dem Gan-
zen der Form ist. Selbstsimilaritdt verbindet daher Pflanzenstrukturen mit
fraktaler Geometrie. Selbstsimilaritédt in Pflanzen ist das Ergebnis von Ent-
wicklungsprozessen, welche “die Form eines Organismus zu einem Ereignis
in Raum und Zeit” (Thompson) machen. Nicht mehr die Form von Orga-
nismen der Natur wird statisch visuell simuliert, sondern das Gesetz des
dynamischen Wachstums dieser Organismen wird mathematisch simuliert.
Wir kénnen den Prozefs des Wachsens simulieren, nicht nur dessen Ergeb-
nis: die Form. Diese Entwicklungsalgorithmen werden vom Formalismus
der L-Systeme erfaf3t, die ein Teil der Theorie der formalen Sprache sind. Sie
spielen heute im computergestiitzten Film, in der Kunst, in der Architektur
bei morphologischen Prozessen eine zentrale Rolle.

Die Sprache der Natur wird in der Tat zu einer Sprache, zu einer formalen
Sprache. Symmetrie, Selbstsimilaritdt, Fraktale etc. werden zu Elementen
einer solchen formalen Sprache, die dem Verstdndnis dynamischer Prozesse
des Wachstums und der Selbstorganisation dient.
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Abbildung 1.24. Christa Sommerer und Laurent Mignonneau: Phototrophie, Eine
interaktive Echtzeit-Computerinstallation, 1994

Anmerkungen

1 Das altchinesische “sakrale” Rechnen begann mit 2 (- -, weibliche oder weiche Linie) und 3 (-,
maénnliche oder feste Linie).
Daraus leitet sich auch die Bewertung der Linien bei der Deutung des Hexagramms ab, den
“acht Urbildern nach Kénig Wen”.
Leibniz hat tibrigens 1703 die Vermutung aufgestellt, die altchinesichen Zahlentheorien seien
ein sinnvolles Ordnungsprinzip des Weltbildes auf bindrarithmetischer Basis: “Erklarung
der bindren Arithmetik, die sich einzig der Zahl-Zeichen 0 und 1 bedient; mit Bemerkungen
iiber ihre Niitzlichkeit und iiber den Sinn, den sie den alten chinesischen Zeichen Fo-his
verleiht”. (G. W. Leibniz: Zwei Briefe iiber das bindre Zahlensystem und die chinesiche
Philosophie. Belser Presse 1969). “Das Uberraschende daran ist, daf diese Arithmetik mit
0 und 1 den Schliissel liefert zum Geheimnis der Linien-Zeichen eines alten Konigs und
Philosophen, genannt FO-HI, der vor mehr als viertausend Jahren gelebt haben soll und den
die Chinesen als den Griinder ihres Reiches und ihrer Wissenschaft betrachten. Es gibt einige
Linien-Zeichen, die man ihm zuschreibt” (Leibniz bezieht sich auch die Pa-kua, die “Acht
Urbilder” oder Trigramme des FU HSI. Der legenddre Kulturschépfer Chinas FU HSI soll
zwischen 2953 und 2838 v. Chr. gelebt haben).
Leibniz fahrt fort: “Sie haben alle Bezug auf diese Arithmetik; man braucht nur das sogenannte
Acht-Cova-Zeichen einzusetzen, das als Grundzeichen gilt, und die Erkldrung anzufiigen,
die ins Auge springt, namlich daf8 erstens eine durchgehende Linie (——) eine Einheit oder
1 bedeutet und daff zweitens eine unterbrochene Linie (— —) fiir Null oder 0 steht. Die
Chinesen wissen seit tausend Jahren nicht mehr, was die Cova-oder Linien-Zeichen des FO-HI
bedeuten; sie haben Kommentare dariiber verfafdt, in denen sie einen, ich weifd nicht wie weit
hergeholten Sinn fiir diese Zeichen suchten, so da8 die RICHTIGE ERKLARUNG JETZT VON
DEN EUROPAERN KOMMEN MUSSTE".

60



Maria-Louise von Franz, Schiilerin von C. G. Jung, vertritt die Theorie, daf8 die altchinesische
Zahlenauffassung mit der Idee des Zahlenfeldes verkniipft ist, in dem die einzelnen Zahlen
als “rhythmische Konfigurationen” auftreten: “In den entsprechenden "Weltmodellen” und
mathematischen Gottesbildern dominiert die Bedeutung der ersten vier Zahlen in beson-
derem Mafle, enbso in den systematisierten Divinationstechniken der Vergangenheit”. Im
Klappentest ihres Buches “Zahl und Zeit. Psychologische Uberlegungen zu einer Annéherung
von Tiefenpsychologie und Physik” (Stuttgart [Klett] 1970) wird bemerkt: “Der Archetypus
(im Sinne C. G. Jungs) wird in seinem Ordnungspaket, als welcher sich die Zahl erweist, zu
einer neuen naturwissenschaftlich beschreibbaren Grundlage, die einer Reihe von Disziplinen
gemeinsam ist”. Ubrigens stammt auch das ilteste magische Quadrat aus China. Es wurde
dem Kaiser Yii durch die heilige Schildkrote vom Flusse Lo zugebracht:

41912
3|15|7
8|16

2 Beachtenswert sind die Uberlegungen, die Bombieri hierzu vorbringt: “There are very many
old problems in arithmetic whose interest is practically rich, e.g. the existence of infinitely many
Fermat primes 22" + 1 etc. Some of the questions may very well be undecidable in arithmetic;
the construction of arithmetical models in which questions of this type have different answers
would be of great importance”. (in: Browder, Hg.,: Mathematical Developments arising from
Hilberts’s Problems. Proc. Symp. Pure Math. 28 (1976), American Mathematical Society, II, A,
S. 36).

3 Doch auch in der Gegenwart zeitigten die Eigenschaften der Fibonacci-Zahlen noch sehr
brauchbare Resultate. Matyasevic hat in seiner berithmten (negativen) Losung des 10. Hilbert-
schen Problems die Reihe der Fibonacci-Zahlen wesentlich bentitzt, da diese exponentiell (also
stark) wachst und diophantisch definierbar ist. Die Fibonacci-Reihe ist die erste bekannt ge-
wordene exponentiell wachsende Folge in der Literatur. Diesem historischen Faktum verdankt
sie viel von ihrer Faszination und Stellung.

4 “Musik ist eine verborgene arithmetische Ubung des seines Zahlens unbewufiten Geistes”,
lautet die Definition der Musik bei Leibniz. Bachs Goldberg-Variationen (1742) fiir Cembalo,
dreiflig Variationen, auf einem durchgehenden Passacaglia-Bass aufgebaut, sind ein berithmtes
Beispiel fiir musikalisch-mathematische Proportionen. Vergleiche auch die rationale Asthe-
tik der homophonen Kompositionstechniken der monodischen Harmonielehre, welche die
Einfiihrung des Generalbasses in die Musikgeschichte mit sich brachte, bei Monteverdi, dem
Begriinder der modernen Musik.

5 Dawir die Geduld des Lesers nicht weiter beanspruchen wollen, beenden wir hier diese kleine
Exkursion in die Zahlentheorie mit einem Ausblick auf die noch méglichen Felder und Proble-
me, als da sind: die Abbildung von verschiedenen Quadraten in einem Quadrat, die nume-
rischen magischen Quadrate, die Inversion des Kreises, die Fermatschen Zahlen, Transforma-
tionen, Partial-Funktionen, numeri idonei, die Wurzelschnecke, das harmonische Dreieck, die
Pascal’sche Schnecke, das Diagonalverfahren, die Zahl der Universalbibliothek, die Reihen, die
logarithmische Spirale, die Symmetrie, die Mobius-Schleife, usw. All diese numerischen und
geometrischen Merkwiirdigkeiten haben in der Geschichte der bildenden Kunst, Architektur
und Musik ihre tiefgreifende Wirkung gezeitigt, besonders im 20. Jahrhundert.
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Die Kunst, die Gunst des Zufalls zu erzwingen
Raimund Seidel

Einleitung

Der Zufall spielt eine erhebliche Rolle in unserem Leben. Von der Gene-
se unserer eigenen Person (welche Samenzelle befruchtet das Ei) tiber die
Entwicklung unserer Personlichkeit (welche Menschen treffen wir, welche
Biicher und Artikel fallen uns in die Hénde) bis hin zum Tode (zur falschen
Zeit am falschen Ort), fast immer scheinen Zufille entscheidend mitzuwir-
ken. Wir leben mit dieser Tatsache, aber es ist uns nicht immer wohl dabei,
und wir wehren uns dagegen. Ein Teil des menschlichen Fortschritts kann
als erfolgreicher Versuch gesehen werden, den Zufall zu beseitigen oder zu-
mindest seine unpésslichen Konsequenzen zu lindern.

Wie kann man “Zufall beseitigen”? Das geht dann, wenn die Zufalligkeit
eines Phdnomens nur auf der Unwissenheit des Beobachters beruht oder auf
dessen Unvermogen, tiefere Ursachen zu erkennen oder ihre Konsequenzen
abzuschidtzen. So wird zum Beispiel einem Binnenldnder, der ahnungslos
zum Meer kommt, die Gezeitenstdrke vorerst zufillig und unvorhersagbar
erscheinen. Sobald ihm aber der Zusammenhang zu Mond und Sonne her-
gestellt wird, ist die scheinbare Zufélligkeit dieses Phanomens vollkommen
verschwunden.

Als zweites Beispiel nehmen wir eine Person, die sich auf eine Waldlich-
tung stellt und den Vogelflug beobachtet. Anfangs werden die beobachteten
Fliige wohl zuféllig erscheinen. Aber mit langerer Beobachtung werden sich
Regelmifigkeiten herauskristallisieren. Wenn die Person nun auch immer
mehr iiber die Lage von Nestern und Futterquellen herausfindet und auch
die grundsétzlichen Lebensgewohnheiten der einzelnen Vogelarten kennen-
lernt, dann wird ihr es immer leichter fallen, richtige Voraussagen tiber an-
stehende Vogelfliige zu machen.

Wie soll es aber moglich sein, “den Zufall zu nutzen”? Im vorangegan-
genen Beispiel konnte ein Langzeitbeobachter der Waldlichtung durch sei-
ne guten Vorhersagen einen neu angekommenen Beobachter, dem die Vo-
gelfliige noch zuféllig erscheinen, verbliiffen und der Langzeitbeobachter



konnte sich so vielleicht auch Vorteile erzielen. Den Auguren der alten
Roémer wird das wohl nicht ganz unbekannt gewesen sein. Aber das kann
man kaum “Nutzung des Zufalls” nennen, sondern eher Ubertslpelung.

Tatsdchliche Nutzung, so wie wir sie meinen, zeigt sich eher im folgen-
den Beispiel: Ein junger Mann mufi zwischen zwei Freundinnen wahlen,
aber er kann sich nicht entscheiden. Er fragt seine Mutter um Rat. Sie aber
bevorzugt insgeheim eine der beiden Freundinnen und sagt zum Sohn: Geh
nachmittags zur U-Bahnstation. Deine beiden Freundinnen wohnen doch in
verschiedenen Richtungen. Nimm den ersten Zug, der kommt. Die Freun-
din, zu der er dich bringt, nimm zur Frau. Dem Sohn scheint das einleuch-
tend. Nachmittags verkehren die Ziige in beide Richtungen im 20 Minuten
Takt. Wenn er also zu einem zufélligen Zeitpunkt zur Station kdme, wire
das Zuerstkommen eines Zuges fiir beide Richtungen gleichwahrscheinlich,
und damit kdme es so zu einer fairen zufilligen Wahl zwischen den beiden
Alternativen. Dem ist aber nicht so. Denn die Ziige in Richtung A kom-
men 13, 33 und 53 Minuten nach der vollen Stunde in der Station an, und
die Ziige in Richtung B um 15, 35 und 55 Minuten nach der vollen Stunde.
Damit gibt es in der Stunde nur sechs Minuten (13-15, 33-35 und 53-55),
in denen zuerst ein Zug in Richtung B zur Station kommt, die tibrigen 54
Minuten kommt zuerst ein Zug in Richtung A. Die Freundin in Richtung A
hat also neunmal bessere Chancen gewéhlt zu werden. Die Mutter wusste
genau, warum sie zu dieser Art des zufélligen Wéhlens riet.

Die Mutter nutzt hier den Zufall aus. Aber ist das nicht wieder einfach
Ubertslpelung so wie vorher beim Vogelflugbeispiel? Bei genauerem Hinse-
hen merkt man aber, daf8 die Sache hier ganz anders ist. Es dreht sich tiber-
haupt nicht darum, ein zufilliges Ereignis, ndmlich den Ankunftszeitpunkt
des Sohnes bei der U-Bahnstation, vorauszusagen. Das Wesentliche ist, daf3
die Entscheidungsmethode so entworfen wurde, daf bei einer zufilligen
(gleichverteilten) Ankunftszeit des Sohnes eine bestimmte der beiden Alter-
nativen wesentlich wahrscheinlicher zum Ergebnis der Entscheidung wird.

Dies ist genau die Art und Weise, wie in der Informatik “die Gunst des
Zufalls genutzt” wird. Innerhalb von Methoden und Algorithmen ldsst man
es zu Zufallsentscheidungen kommen, aber so, daff es mit hoher Wahr-
scheinlichkeit zu einem positiven Gesamtergebnis kommt. Man nennt die-
sen kontrollierten Einsatz von Zufall das Randomisieren. Wie das in etwa
wirklich passiert, soll in den folgenden Kapiteln exemplarisch gezeigt wer-
den.

Dieser Aufsatz richtet sich an ein breites Publikum und ist daher zum
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grofiten Teil bewusst einfach gehalten. Fiir eine technisch anspruchsvol-
lere, sowie auch breitere Behandlung des Einsatzes des Zufalls in der In-
formatik sei der interessierte Leser auf das Buch von Motwani und Rag-
havan [Motwani und Raghavan, 1995] oder auf den Ubersichtsartikel von
Karp [Karp, 1991] verwiesen.

Den Zufall kontrollieren: ein Briickenproblem

In diesem Beispiel soll klar werden, was mit “kontrolliertem Einsatz von Zu-
fall” gemeint ist. Wir wollen uns zwar auf den Zufall verlassen, seine Quelle
darf aber nicht ganz beliebig sein, sie muf unserer Kontrolle unterliegen.

Als sehr idealisiertes Beispiel, oder vielleicht Gedankenexperiment, stelle
man sich eine grofie Stadt vor, an der ein Fluss vorbeifiihrt. Uber diesen
Fluss gebe es zwei Briicken, nennen wir sie By und B;, und auf der anderen
Seite des Flusses liege ein grofies Stadion. Es sei Samstagnachmittag, eine
Veranstaltung finde im Stadion statt, 20 000 Autos wollen aus der Stadt zum
Stadion.

Problem: Wie kann man erreichen, dafs beide Briicken gleich ausgelastet wer-
den, also jeweils von ungefédhr gleich vielen Autos benutzt werden?

Leser, denen dieses Problem zu wirklichkeitsfremd erscheint, mogen
Stadt und Stadion jeweils durch ein Datennetz ersetzen, die beiden Briicken
durch zwei die beiden Datennetze verbindende Kabel, und die Autos durch
Nachrichten von einem Netz ins andere, die sich jetzt jeweils fiir eines der
beiden Verbindungskabel entscheiden miissen.

Losung 1 (laissez faire): Man macht nichts und iiberlisst es einfach jedem Autofah-
rer, nach seiner Wahl Briicke By oder Briicke By zu befahren.

Diese Losung verldsst sich auf den Zufall und funktioniert wohl auch
erfahrungsgemafs recht gut. Aber kann man irgendeine Art von Garantie
iiber die gleiche Auslastung der Briicken abgeben? Nur schwer, oder nur,
wenn man statistische Annahmen tiber das Verhalten der Autofahrer macht.
Solche Annahmen mogen wohl fundiert sein, sie kénnen aber wegen Bau-
stellen, Gertichten und aus anderen Griinden leicht verletzt werden. Bei der
Datennetzversion unseres Beispiels kann es sogar schwierig sein, verniinf-
tig fundierte statistische Annahmen zu machen. Fazit ist, daf$ man sich hier
auf den Zufall verlisst, seine Quelle aber nicht unter Kontrolle hat und da-
mit nur sehr beschrankt Garantien tiber die Gleichauslastung der Briicken
abgeben kann.
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Losung 2 (deterministisch—diktatorisch): Vor seiner Abfahrt muf$ jeder Autofahrer
eine zentrale Leitstelle anrufen, die ihm mitteilt, ob er Briicke Bo oder By verwen-
den soll. An diese Anweisung muf$ sich der Autofahrer auch halten.

Mit dieser Losung kann sicher eine gleiche Auslastung der beiden
Briicken erreicht werden. Aber diese Losung ist offensichtlich nicht ideal,
um nicht zu sagen, sehr teuer: jeder mufi telefonieren, und es muf diese
zentrale Leitstelle geben.

Losung 3 (randomisiert): Vor seiner Abfahrt mufS jeder Autofahrer eine Miinze
werfen. Kommt Zahl, muf er die Briicke B verwenden, kommt Wappen, die Briicke
B;.

Diese Losung verursacht offensichtlich kaum Kosten, wie es die
deterministische Losung 2 tut. Man mufl auch kein Wahrscheinlichkeits-
theoretiker sein, um zu sehen, daf}, wenn sich jeder an diese Miinzwurfregel
hélt, es mit hoher Wahrscheinlichkeit zu einer fast gleichen Briickenausla-
stung kommt. Und mit ein klein wenig Mithe kann man auch quantifizierte
Aussagen machen, wie z.B. die Wahrscheinlichkeit ist kleiner als 0.024 (oder
0.0000092), daf3 eine der Briicken von mehr als 10 300 (oder 10 500) der 20 000
Autos verwendet wird. Diese Wahrscheinlichkeitsgarantien beruhen hier
auf keinerlei statistischen Annahmen tiber Autofahrer (aufSer, daf$ sie sich
an die vorgegebene Regel halten), sondern nur auf der Annahme des fairen
Miinzwurfes, daf$ also Zahl und Wappen jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2
auftreten.

Diese randomisierte Losung verlisst sich auf den Zufall, aber die Quelle des
Zufalls ist genau bekannt und unter Kontrolle.

Zufillige Ordnung und ein geometrisches Optimierungsproblem

Das Briickenbeispiel des vorigen Kapitels hat vielleicht fiir manche wenig
mit Berechnen zu tun, sondern “nur” mit der Koordination von unabhéingi-
gen Agenten. In diesem Kapitel wollen wir ein Beispiel geben, bei dem es
sich ganz klar ums Berechnen handelt, und wo der Zufall verwendet wird,
um die Berechnung zu beschleunigen.

Problem: Finde Fiir eine Menge S von n Punkten in der Ebene den kleinsten
umschriebenen Kreis, also den kleinsten Kreis, der alle Punkte in S enthilt.
Fiir manchen mag jetzt gar nicht klar sein, wo denn das Problem tiber-
haupt steckt. Betrachtet man zum Beispiel die Punktmenge in Abbil-
dung 2.1(a), dann “sieht man doch ganz klar”, daf3 der kleinste umschriebene
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Abbildung 2.1.

Kreis der durch die Punkte a, b, und ¢ definierte ist, so wie es in Abbil-
dung 2.1(b) gezeigt ist.

Aber so einfach ist es nun doch nicht. Denn typischerweise bekommt
man die Punktmenge S nicht gezeichnet, sondern man bekommt die ein-
zelnen Punkte durch ihre Koordinaten angegeben, also ein Zahlenpaar pro
Punkt. Hier wére ein Beispielmenge von 20 Punkten:

(34.20, 9.90) (41.85,12.60) (45.45,15.30) (47.70,19.35)
(48.60,23.85) (48.60,32.85) (46.80,36.90) (46.35,40.50)
(40.50,42.75) (34.65,44.10) (29.25,44.10) (24.75,42.75)
(18.45,38.70) (14.85,31.95) (13.95,28.35) (14.40,22.50)
(15.75,19.35) (18.00,14.40) (23.85,11.25) (26.55, 9.90)

Wenn man sich die Miihe macht, diese Punkte aufzuzeichnen, wie in Ab-
bildung 2.2 getan, kommt man drauf, daf§ die Punkte alle schon fast auf
einem Kreis liegen, aber eben nicht genau auf einem Kreis. Welches jetzt
genau der gesuchte kleinste umschriebene Kreis ist, das sieht man gar nicht
mehr ganz klar.

Mathematisch geneigte Leser mogen jetzt vielleicht sagen, so schwer sei
das Problem aber trotzdem nicht: Drei nicht auf einer Geraden liegende
Punkte a,b,c, definieren genau einen Kreis K, 5 ., auf dem sie alle drei liegen
(den Umbkreis des Dreicks a, b, ¢). Zwei Punkte a,b definieren genau einen
“Diametralkreis” D, j, auf dem sie beide liegen und dessen Durchmesser
sie aufspannen (siehe Abbildung 2.3). Der kleinste umschriebene Kreis der
Ausgangspunktemenge S kann nur ein Kreis der Form K, ; . sein (wie in
Abbildung 2.1) oder der Form D,  (wie in Abbildung 2.3), mit a, b, ¢ Punkte
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Abbildung 2.2.

Abbildung 2.3.

in S. Nennen wir diese zwei oder drei Punkte, die den kleinsten umschrie-
benen Kreis von S bestimmen, die Umpunkte von S.

Um den kleinsten umschriebenen Kreis (bzw. die Umpunkte) von S zu
finden, gentigt es also, fiir jedes mogliche Paar a, b und jedes mogliche Tripel
a, b, c von Punkten in S zu testen, ob der Kreis D, , bzw. K, . die Menge
S umschreibt (alle Punkte von S enthdlt), und von den so gefundenen um-
schriebenen Kreisen den kleinsten auszuwéhlen.

Der mathematisch geneigte Leser hat damit recht, dafs sich der kleinste
umschriebene Kreis so bestimmen ldsst. Aber geht das wirklich “leicht”?
Bei 20 Punkten gibt es schon 190 Paare a, b und 1140 Tripel zu betrachten.
Das ist fiir die Geduld eines Menschen zu viel. Aber fiir einen modernen
Computer sollte das doch kein Problem sein. Das stimmt. Aber wenn man
das Problem fiir 20000 Punkte 16sen mochte, dann gibt es rund 200 Mil-
lionen Paare zu betrachten und mehr als eine Billion Tripel! Nehmen wir
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an, ein Computer kénnte pro Sekunde ein Million Tripel abarbeiten — der-
zeit eine zweifelhafte Annahme, da ja fiir jedes Tripel a, b, c getestet werden
muf3, ob die anderen 19 997 Punkte alle innerhalb des Kreises K, 5 . liegen —
so brauchte der Computer allein fiir das Abarbeiten aller Tripel schon mehr
als eine Million Sekunden. Das sind mehr als elf Tage! So lange mochte
man wohl nicht warten, um den kleinsten umschriebenen Kreis von 20 000
Punkten zu finden.

Wie kann nun der Zufall helfen, dieses Problem schneller zu 16sen? Die
Idee ist folgende: Machen wir einmal das 20000 Punkte Problem ein bis-
schen einfacher, indem wir einen Punkt, nennen wir ihn p, wegnehmen.
Nehmen wir an, Kreis K’ wire die Losung fiir das etwas einfachere 19999
Punkte Problem und wir wiissten K'. Wie kénnen wir nun den Losungs-
kreis K fiir das 20 000 Punkte Problem erhalten? Da gibt es nun zwei Falle:
Der gute Fall wére, dafl der weggenommene Punkt p im Kreis K’ liegt. Dann
ist ndmlich K’ nicht nur der kleinste umschriebene Kreis der 19999 Punk-
te, sondern auch der kleinste umschriebene Kreis aller 20 000 Punkte. Also
haben wir mit K = K' die Gesamtlosung gefunden. Der schlechte Fall wére,
dafs der Punkt p nicht im Kreis K’ liegt. Dann haben wir zwar nicht den Ge-
samtlosungskreis K gefunden, aber wir haben wichtige Informationen tiber
ihn gewonnen, denn p muf jetzt auf seinem Rand liegen. Das heisst, p ist
ein Umpunkt der 20000 Punkte und K kann jetzt nur noch von der Form
D, , oder K, sein.

Jetzt kommt der Zufall ins Spiel. Wenn p zuféllig aus den 20000 Punk-
ten ausgewdhlt wird, dann ist es recht unwahrscheinlich, dafs der schlech-
te Fall eintritt. Denn eine “schlechte” Wahl fiir p wiren nur die Umpunk-
te, und davon gibt es unter den 20000 entweder zwei oder drei, also
hochstens!drei. Das heisst, der schlechte Fall tritt mit einer Wahrschein-
lichkeit von hochstens 3/20 000 ein.

Diese Uberlegungen fiihren zu folgender randomisierter Methode zur Be-
stimmung des kleinsten umschriebenen Kreises K einer Menge S von n
Punkten.

1. (Randomisiere) Bringe die Punkte von S in eine zufillige Reihenfolge
bi;p2s.-.,Pn.

2. (Initialisiere) Sei K der Diametralkreis von p; und ps.

3. (Inkrementiere) Fiir jedes ¢ von 3 bis n mache folgendes:
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Falls p; nicht im Kreis K liegt, dann l6se das Unterpro-
blem, den kleinsten umschriebenen Kreis von {p1,...,p;—1}
zu finden, der p; auf dem Rand hat. Von nun an sei K der
Losungskreis dieses Unterproblems.

Wie 16st man das Unterproblem? Ganz analog zum urspriinglichen Pro-
blem, nur mit zwei kleinen Anderungen: erstens die Initialisierung, da K
jetzt den Punkt p; auf dem Rand haben muf3, und zweitens die Inkrementie-
rung, bei der sich das Unter-Unterproblem ergibt, den kleinsten umschrie-
benen Kreis zu finden, der zwei vorgegeben Punkte auf dem Rand hat. Man
kann sich leicht davon tiberzeugen, dafy dieses Unter-Unterproblem leicht
zu losen ist.

Die interessante Frage ist aber jetzt, wie schnell die vorgeschlagene Me-
thode ist. Das hangt nattirlich ganz stark davon ab, wieviel Zeit man fiir die
Losung eines Unterproblems braucht, und nattirlich auch davon, wie oft der
schlechte Fall eintritt, daf ein Unterproblem gel6st werden muf3.

Nehmen wir an, daf8 ein Computer zur Unterproblemldsung fiir i Punkte
3i Mikrosekunden braucht. Wie oft Unterprobleme geldst werden miissen,
héngt nattirlich von der im Schritt 1 gewdhlten Reihenfolge der Punkte ab.
Ist sie schlecht, dann kénnte es eintreten, dafs fiir jedes ¢ ein Unterproblem
gelost werden mufs. Ist sie gut, muf$ vielleicht tiberhaupt kein Unterpro-
blem gelost werden. Das Interessante ist nun, daff man von einer zufillig
gewdhlten Reihenfolge erwarten kann, daf sie ziemlich gut ist.

Hier ist die Argumentation: Wir fragen uns, was ist der erwartete Zeitauf-
wand fiir den i-ten Durchgang der Iteration? Wenn die Reihenfolge zufallig
gewdhlt wurde, dann ist es fiir jeden der ersten i Punkte in der Reihen-
folge gleichwahrscheinlich an i-ter Stelle zu stehen. Das heisst, mit Wahr-
scheinlichkeit hochstens 3/i steht einer der hochstens drei Umpunkte von
{p1,...,pi} anletzter Stelle, und damit tritt der schlechte Fall, daB8 ein Unter-
problem gelost werden muf3, hochstens mit Wahrscheinlichkeit 3/i ein. Der
Zeitaufwand fiir die Losung dieses Unterproblems ist dann, wie oben ange-
nommen, 3i Mikrosekunden. Der erwartete Aufwand ist damit (31) - (3/7),
also 9 Mikrosekunden. Zihlen wir jetzt noch (konservativ) eine Mikrose-
kunde fiir den Test, ob p; im Kreis K liegt, dazu, ergibt sich als erwarteter
Zeitaufwand fiir den i-ten Durchgang der Iteration 10 Mikrosekunden. Alle
n — 2 Durchgédnge zusammen brauchen daher im Erwartungswert weniger
als 10n Mikrosekunden. Nehmen wir noch n Mikrosekunden fiir das Her-
stellen der zufélligen Reihenfolge in Schritt 1 dazu, dann ist die erwartete
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Gesamtzeit dieser Methode fiir das Bestimmen des kleinsten umschriebe-
nen Kreises von n Punkten weniger als 11n Mikrosekunden.

Fur 20000 Punkte braucht diese randomisierte Methode “im Durch-
schnitt” also nur 220 000 Mikrosekunden, also etwas weniger als eine Vier-
telsekunde, und nicht tiber 11 Tage.

Der aufmerksame Leser wird jetzt fragen, wie realistisch die Annahme
sei, daf$ ein Unterproblem fiir ¢ Punkte in 37 Mikrosekunden geltst werden
konne. Das ist ziemlich realistisch, wenn man mit “Losungszeit” die er-
wartete Losungszeit meint. Denn fiir die vorgeschlagene Losung des Unter-
problems kann man die gleiche Analyse anwenden wie eben, nur daf jetzt
die Wahrscheinlichkeit hochstens 2/ ist, dafs der schlechte Fall eintritt und
ein Unter-Unterproblem gelost werden mufs. Dieses Unter-Unterproblems
kann man fiir ¢ Punkte realistisch sehr leicht in ¢ Mikrosekunden 16sen.

Genauere Einzelheiten findet man in der Arbeit von Welzl [Welzl, 1991],
in der diese Methode vorgestellt wurde. Dort wird auch gezeigt, daf3
sich diese Methode fiir das analoge Problem im 3-dimensionalen Raum,
finde die kleinste umschriebene Kugel von n Punkten, bzw. auch im
d-dimensionalen Raum verwenden ldsst. Allerdings ist der erwartete
Zeitaufwand dann proportional zu d!n, was nur fiir recht kleine d er-
traglich ist. Verfeinerte und allgemeinere Methoden findet man in Arbei-
ten von Matousek, Sharir und Welzl [Matousek et al., 1996] und von Gart-
ner [Gértner, 1995]. Der Letztere stellt auch unter [Gértner, 1999] Software
zur Verfiigung.

Zufillige Zeugen und Primzahlbestimmung

Eine natiirliche Zahl N > 1 heif$t Primzahl, wenn sie nur durch 1 und durch
sich selbst teilbar ist. Eine Zahl, die keine Primzahl ist, heifSt zusammenge-
setzt, denn sie ist darstellbarals N = A- Bmit1 < A,B < N.

In diesem Abschnitt geht es um das Problem, fiir eine vorgegebene Zahl
N festzustellen, ob sie eine Primzahl ist oder nicht.

Die Definition von Primzahl gibt eigentlich schon eine Moglichkeit an,
wie man das Problem l6sen kann: man probiert einfach fiir jede Zahl
A =234,....,N —1,0b A die Zahl N teilt. Man kann das auch noch
etwas beschleunigen. Erstens braucht man nach A = 2 nur die ungeraden
Zahlen zu probieren. Zweitens reicht es, nur Zahlen bis hochstens /N zu
probieren. Denn wenn N zusammengesetzt ist, also N = A - B, dann ist
sowohl A als auch B Teiler von N und es kénnen nicht beide grofer als v N
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sein, denn dann gélte A- B > N.

Selbst diese beschleunigte Methode ist leider nicht sehr schnell, aufier N
ist relativ klein. Wenn man sie auf die 30-stellige Zahl N = 103° — 11 anwen-
det, dann miissen ungefdhr 0.5 - 10'® Teilbarkeitstests durchgefiihrt werden,
um festzustellen, daf$ N prim ist. Nehmen wir an, ein Computer konne
ein Million “primitive” Operationen pro Sekunde durchfiihren, wobei pri-
mitive Operationen so etwas sind wie Multiplikation zweier Zahlen oder
deren Division mit Restbildung (de facto der Teilbarkeitstest) und wobei
die Operanden, sagen wir, hochstens 100-stellige Zahlen sind. Auf so einem
Computer brauchte dann diese “beschleunigte” Methode zum Testen von
N =10%° — 11 ungefihr 0.5 - 10° Sekunden. Das sind mehr als 15 Millionen
Jahre! Da wiirde es auch nicht viel niitzen, wenn der Computer tausendmal
schneller wére. In der modernen Kryptographie verwendet man aber routi-
nemiflig Primzahlen mit mehreren hundert Stellen. Wie kann man so grofie
Zahlen auf Primalitit testen?

Zuerst einmal ein klein wenig Zahlentheorie: Ein Satz von Fermat besagt,
wenn N eine Primzahl ist, dann gilt fiir jede ganze Zahl X mit1 < X < N

XY 1Tmod N =1.

Dabei bedeutet U mod V' der Rest bei der ganzzahligen Division von U
durch V. Zur Illustration das Beispiel N = 5 (eine Primzahl)

X 11 2] 3 4
X4 1|16 | 81 | 256

| X*mod5 1] 1] 1| 1]

und zum Gegensatz N = 8 (eine zusammengesetzte Zahl)

X 1] 2 3 4 5 6 7
X7 1| 128 | 2187 | 16384 | 78125 | 279936 | 823543
X"mod8[1] 0] 3] 0 | 5 | 0 | 7

Hat man also ein X mit XV~ mod N # 1, dann kann N keine Primzahl
sein. Nennen wir so ein X einen Zeugen fiir die Zusammengesetztheit von
N.
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Nehmen wir an, daf fiir jede zusammengesetzte Zahl N mindestens die
Hiilfte der Kandidatenzahlenin Zy = {1,2,3,4,..., N — 1} Zeugen fiir die
Zusammengesetztheit von N sind.

Betrachten wir nun folgende randomisierte Methode zum Testen, ob eine
Zahl N zusammengesetzt oder prim ist:

Versuche 60 mal durch zufillige Wahl einer Zahl aus Zy einen
Zeugen fiir die Zusammengesetztheit von N zu finden.

Falls einer der Versuche erfolgreich ist, erkldre \V fiir zusammen-
gesetzt.

Wenn alle 60 Versuche fehlschlagen, erkldre NV fiir prim.

Ist diese Methode korrekt? Wenn sie zum Schluss kommt, dafs N zusam-
mengesetzt ist, dann stimmt das auch, denn es wurde ja ein Zeuge dafiir
gefunden. Wenn sie aber zum Schluss kommt, daf§ N prim ist, dann kénnte
sich die Methode auch geirrt haben. Denn IV kénnte zusammengesetzt sein,
aber bei jedem der 60 Versuche wurde aus Zy zufillig eine Zahl gewdhlt,
die kein Zeuge fiir die Zusammengesetztheit von N ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dafs es zu diesem Irrtum kommt, ist allerdings
sehr klein. Nach unserer Annahme sind bei zusammengesetztem N min-
destens die Hilfte der Zahlen in Zn Zeugen. Die Wahrscheinlichkeit, bei
zufdlliger Auswahl aus Zy einen Nichtzeugen zu ziehen, ist daher kleiner
als 1/2, und die Wahrscheinlichkeit, dies 60 mal hintereinander zu tun, ist
kleiner als 1/2%9 (das ist kleiner als 10~'%).

Stellt also unsere randomisierte Methode fest, eine Zahl ist zusammenge-
setzt, dann stimmt das. Stellt sie fest, eine Zahl ist prim, dann kann sie sich
irren, und zwar mit einer Wahrscheinlichkeit kleiner als 10~18.

Nun wird sicher fiir manchen eine Feststellung der Art “Diese Zahl ist
hochstwahrscheinlich prim” nicht zufriedenstellend sein. Dazu sind drei Din-
ge zu sagen: Erstens kann man durch eine groflere Anzahl von Wiederho-
lungen die Fehlerwahrscheinlichkeit beliebig klein machen. Zweitens ist
die Wahrscheinlichkeit dieses Fehlers vergleichbar mit der Wahrscheinlich-
keit anderer Fehler, die beim Betreiben und Benutzen von Rechnern auf-
treten, oder sogar kleiner. Zum Beispiel braucht ein 10°-Operationen-pro-
Sekunden-Rechner mehr als 31 Jahre fiir 10'® Operationen; die Wahrschein-
lichkeit ist erheblich, daf$ es in diesem Zeitraum zu einem Hardwarefehler
kommt. Drittens sind zur Zeit leider keine effizienten fehlerfreien Metho-
den zur Primzahlbestimmung bekannt, mit Ausnahme der Methode von
Miller [Miller, 1976], deren Korrektheit allerdings wiederum auf einer un-
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bewiesenen Verallgemeinerung der unbewiesenen Riemannschen Vermutung
beruht.
Zwei Dinge bedtirfen nun aber noch der Klarung:

1. Ist die Annahme berechtigt, bei zusammengetztem N seien minde-
stens die Hélfte der Kandidaten in Zn Zeugen?

2. Wie stellt man wirklich fest, ob eine Zahl X € Zy ein Zeuge fiir die
Zusammengesetztheit von N ist?

Die Antwort zu Frage 2) erscheint zuerst klar: nach Definition von Zeugen
berechnet man einfach X! mod N und testet, ob das Ergebnis 1 ist. Wie
macht man aber dies auf effiziente Art und Weise? Die Zahl X einfach N —1
mal mit sich selbst zu multiplizieren braucht sicher zu lange, wenn N grof3
ist (z.B. eine 30-stellige Zahl). Durch den Trick des sogenannten “wiederhol-
ten Quadrierens” kommt man aber um dieses Problem herum: zum Beispiel
lasst sich X% durch nur 4 Multiplikationen berechnen, ndmlich

((x2)?)",

oder, als etwas komplizierteres Beispiel, lasst sich X?¢ durch

(0 w77) )

mit nur 6 Multiplikationen berechnen. Im Allgemeinen ldsst sich mit Hil-
fe von wiederholtem Quadrieren ein Ausdruck der Form X™ bei einer n-
stelligen Zahl M durch hochstens ungefahr 7n Multiplikationen berechnen.
Bei unserer 30-stelligen Beispielzahl 10%° — 11 brduchte man also weniger als
210 Multiplikationen fiir einen Zeugentest und nicht 10°°.

Selbst mit wiederholtem Quadrieren werden allerdings die Zwischener-
gebnisse so grofs, daff die Annahme, man konne eine Multiplikation in einer
konstanten Zeiteinheit (in unserem Beispiel 10~ Sekunden bei 100-stelligen
Operanden) durchfiihren, nicht mehr gerechtfertigt ist?. In unserem Fall, wo
XN=1 mod N gefragt ist, kann man aber die Zwischenergebnisse klein hal-
ten, indem jedes Zwischenergebnis Y durch den Rest Y mod NV ersetzt wird
und damit weitergerechnet wird. Dies ist wegen der Rechenregel

(A-B-C)mod N = (((A- B) mod N) - C) mod N
zuldssig.
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Bei unserer Beispielzahl 10°? — 11 braucht dann die randomisierte Metho-
de nur hochstens 60-2-210 = 25200 primitive Operationen (die Berechnung
des “modularen Produkts” A - B mod N braucht 2 Operationen). Auf unse-
rem Beispielcomputer brauchte dies etwas mehr als eine vierzigstel Sekun-
de, und nicht 15 Millionen Jahre.

Schliefilich miissen wir noch die Frage 1) kldren. Die Antwort dazu ist
zwar fiir fast alle zusammengesetzten Zahlen N positiv, im Allgemeinen
aber negativ. Die Antwort wird aber fiir alle N positiv, wenn man die Defi-
nition von “X ist Zeuge fiir die Zusammengesetztheit von N” etwas erwei-
tert, und zwar gilt X auch als Zeuge, wenn wéhrend der Berechnung von
X1 mod N durch wiederholtes Quadrieren eine nichttriviale Wurzel von
1 entdeckt wird, d.h. eine Berechnung ¥? mod N ergibt 1, wobei Y # 1 und
Y # N — 1. Fir eine Primzahl N kann so etwas namlich nicht auftreten.
Einen Beweis, dafl bei zusammengesetztem /N immer mindestens die Half-
te der Kandidaten Zeugen in diesem erweiteten Sinne sind, findet man in
[Rabin, 1980].

Man beachte die unterschiedlichen Nutzungen von Zufall in diesem und
im vorherigen Kapitel. Die randomisierte Optimierungsmethode in Kapi-
tel 3 liefert immer eine korrekte Antwort, nur die Zeit, die gebraucht wird,
um zu dieser Antwort zu kommen, hdngt vom Zufall ab und ist im Erwar-
tungswert klein. Diese Art von randomisierter Methode wird Las Vegas Me-
thode genannt. Dies steht im Gegensatz zur Monte Carlo Methode zum Prim-
zahltesten in diesem Abschnitt: sie hat eine vom Zufall im Wesentlichen
unabhéngige Laufzeit, dafiir liefert sie aber nicht immer die korrekte Ant-
wort. Die Korrektheit der Antwort hdngt also vom Zufall ab, aber auf eine
so glinstige Art und Weise, dafs die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers in der
Antwort verschwindend klein ist.

Schnelle Monte Carlo Methoden zum Primzahltesten wurden von Solo-
vay und Strassen [Solovay und Strassen, 1977] und von Rabin [Rabin, 1976]
vorgestellt. ~ Die hier umrissene Methode folgt Ansdtzen von Ra-
bin [Rabin, 1980] und Miller [Miller, 1976]. Es ist hochinteressant, daf$ al-
le diese Methoden eine Zahl N als zusammengesetzt erkennen, ohne einen
Teiler von N zu liefern. Es wird allgemein angenommen (und es ist ein
Grundpfeiler der modernen Kryptographie), daff das Faktorisieren zusam-
mengesetzter Zahlen, also das Bestimmen der Teiler, wesentlich schwieriger
und zeitaufwendiger ist als das reine Erkennen solcher Zahlen. Diese An-
nahme ist allerdings unbewiesen und interessanterweise fiir das (jetzt noch)
futuristische Modell des Quantenrechners sogar falsch [Shor, 1997].
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Mit Hilfe des Zufalls Schitzen und Zihlen

Daf$ beim ungefdhren Zihlen, also beim Schéitzen, der Zufall von Nutzen
sein kann, entspricht unserer Erfahrung. Wollten wir wissen, wieviele Wor-
te in einem 500 Seiten Buch vorkommen, dann kénnten wir ein paar, sagen
wir fiinf, zufdllige Seiten aussuchen und die darauf vorkommenden Wor-
te zahlen. Das Ergebnis mal hundert wire dann ein guter Schatzwert fiir
die Zahl aller Worte in dem Buch. Wollten wir wissen, wie oft das Wort
“Zufall” in diesem Buch vorkommt, kénnten wir genau so vorgehen. Intui-
tiv wissen wir aber, daf$ im zweiten Fall der so erhaltene Schiatzwert nicht
so vertrauenswiirdig ist wie im ersten, denn es wird eine grofiere Streuung
geben, das heisst, das Wort “Zufall” wird kaum tiber alle Seiten des Buches
anndhernd gleich verteilt sein. So kommt es zum Beispiel auf den Seiten die-
ses Aufsatzes wohl um einiges 6fter vor als auf den Seiten anderer Aufsitze
dieses Bandes. Aber um unseren Schiatzwert zu verbessern, konnten wir
eine groflere Anzahl von Seiten betrachten. Die Wissenschaft der Statistik
gibt uns quantitativ an, wie viele Seiten wir bei welcher Streuung betrach-
ten miissen, um eine bestimmte Giite des Schitzwerts zu erreichen.

Im Falle der Zahl der Worte in einem Buch wiére das Schitzen eigentlich
nicht notwendig. Man koénnte die Worte ja einfach abzahlen. Fiir einen Men-
schen wire das etwas miihsam, fiir einen Computer wére es aber nur eine
Sache weniger Sekunden, sollte das Buch in elektronischer Form vorhanden
sein. In diesem Abschnitt wollen wir Zahlprobleme behandeln, die, obwohl
einfach formulierbar, so kompliziert sind, daf8 selbst mit den besten Compu-
tern, auch wenn man sie noch millionenfach beschleunigte, keine genauen
Losungen in verniinftiger Zeit errechnet werden konnen. Ja, selbst die Fra-
ge, ob man in verniinftiger Zeit halbwegs gute Schiatzwerte errechnen kann,
ist erst teilweise gelost und ist gegenwirtig ein interessanter Forschungsge-
genstand.

Wir wollen uns mit dem Paarungsanzahl-Problem beschiftigen, bei dem
die Anzahl der vollstindigen Paarungen in einem bipartiten Graphen gezahlt
werden soll. Was ist ein bipartiter Graph? Man malt sich n schwarze und n
weifle Knoten auf und Kanten, die manche schwarze mit manchen weifSen
Knoten verbinden. Ein Beispiel mit n = 4 ist in Abbildung 2.4 zu sehen.

Was ist eine vollstindige Paarung? Das sind n Kanten, die jeden Kno-
ten mit genau einem Knoten der anderen Farbe verbinden, anders gesagt,
n schwarz-weifle Knotenpaare, in denen alle Knoten vorkommen. Im Gra-
phen von Abbildung 2.4 gibt es genau drei solche vollstindige Paarungen.
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S3

Abbildung 2.4.

Sie werden in Abbildung 2.5 gezeigt.

Der Leser moge sich davon tiberzeugen, dafi es in dem Beispielgraphen
keine weiteren vollstindigen Paarungen gibt. Das wird wahrscheinlich
nicht ganz leicht fallen und zeigt, daf8 selbst schon bei solch kleinen Bei-
spielen das Paarungsanzahlproblem nicht einfach ist. Bei grofleren Gra-
phen wird das noch durch die riesige mogliche Anzahl der vollstindigen
Paarungen erschwert. In einem Graphen, in dem jeder der n schwarzen
Knoten mit jedem der n weissen Knoten verbunden ist, gibt es n Partner-
kandidaten fiir W, fiir jede Wahl bleiben fiir W, dann n — 1 Partnerkandi-
daten tibrig, n — 2 Kandidaten fiir W3, und so fort. Insgesamt gibt es dann
n-(n—1)-(n—1)---2-1 = n! viele vollstindige Paarungen. Fiir n = 10
sind das etwas mehr 3,6 Millionen, fiir n = 20 schon tiber 2,4 Trillionen
(2,4-10'8).

Fiir das Paarungsanzahlproblem ist derzeit keine verniinftige, exakte und
deterministische Losungsmethode bekannt. Es ist nicht zu erwarten, daf je
eine gefunden wird, da das Problem #P-vollstindig ist. Das bedeutet, fande
man eine verniinftig rasche Losungsmethode fiir dieses Problem, wiirde
man damit gleichzeitig Losungsmethoden fiir eine ganze Horde anderer
Zihlprobleme finden, die allesamt als sehr schwierig gelten. Ein tatsachli-
cher Beweis, daf$ es so eine “verniinftige” Losungsmethode nicht geben
kann, steht allerdings noch aus.

Man versucht daher, zumindest approximative Losungsmethoden fiir
das Paarungsanzahlproblem zu finden. Es ist noch nicht klar, ob das immer
mit verniinftigem Aufwand und auch verniinftiger Approximationsgiite
moglich ist. Es sind aber schon gewisse Teilerfolge erzielt worden. Zwei
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S, S, S, S, S, S, S, S,
W, W, A A
S, S, S, S,
Abbildung 2.5.

Ansitze sollen hier kurz vorgestellt werden. Beide verwenden das Rando-
misieren, also den kontrollierten Einsatz von Zufall, auf sehr raffinierte Art
und Weise. Die erste Methode beruht auf der Algebra, die zweite auf soge-
nannten zufalligen Wanderungen oder Irrfahrten.

Zuvor aber noch zur Beruhigung des Lesers: dies ist nicht alles I'art pour
I'art. In der statistischen Physik mochte man genau solche Paarungsanzahl-
probleme l6sen.

Eine algebraische Methode

Man kann einen bipartiten Graphen mit n weissen Knoten W1, ..., W,, und
n schwarzen Knoten 51, ..., S, auf natiirliche Weise durch seine Adjazenz-
matrix darstellen. Das ist eine n x n Matrix A, in der A4; ;, der Eintrag in der
i-ten Zeile und j-ten Spalte, zu 1 gemacht wird, wenn die Knoten W; und S
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durch eine Kante verbunden sind, und zu 0 sonst. Die Adjazenzmatrix des
Graphen von Abbildung 2.4 sieht dann folgendermafien aus:

Si Sy S35

Wi 1 0 1 0
Wa 1 0 0 1
Ws 0 1 1 1
W, 0 1 0 1

Eine vollstindige Paarung entspricht dann einer Auswahl von n Einsen
in dieser Matrix, sodaf in jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine Eins
gewdhlt wurde. Die drei moglichen vollstindigen Paarungen unseres Bei-
spiels sehen dann so aus:

0
1
0

—_

1

1]
0
0

Um dies nun algebraisch zu fassen, brauchen wir den Begriff der Permu-
tation. Eine Permutation der Grofle n ist eine Auflistung der Zahlen von 1
bis n, sodafs jede Zahl in dieser Auflistung genau einmal vorkommt. Zum
Beispiel sind p = (1,4,3,2) und o = (3,1, 2,4) Permutationen der Grofie 4,
aber 7 = (2,4, 1,2) ist keine. Wenn 7 eine Permutation ist, dann bezeichnet
7 (i) einfach die Zahl, die an i-ter Stelle der Auflistung = steht; z.B. o(3) ist 2.
Wenn 7 eine Permutation der Grofie n ist und A eine n x n Matrix, dann ist

—_

0
1

0
1
0

=

0 0
1 0
1 1

-]

—_

A1 7)), A2.72), As.2(3)5 - -5 Anr(n)

eine Auswahl von n Elementen der Matrix, sodafS aus jeder Zeile und aus
jeder Spalte genau ein Element gewdhlt wurde. Jede Auswahl mit dieser
Eigenschaft ldsst sich durch genau eine Permutation identifizieren. So ent-
sprechen die oben angegebenen Permutationen p und o genau zwei der
in unserem Beispiel getroffenen Auswahlen (welchen, das moge der Le-
ser sich tiberlegen). Die Permutation 7 = (1,2, 3,4) entspricht der Aus-
wahl A; 1, A5, A3 3, As 4, die aber in unserem Beispiel wiederum keiner
vollstdndigen Paarung entspricht, da A, 5 gleich 0 ist.

Wir sehen nun, dafs vollstindige Paarungen genau solchen Permutatio-
nen 7 entsprechen, fiir die gilt A; ;) = 1 fiir alle 7, oder anders ausgedrtickt,
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fiir das Produkt gilt

Aizqy  Asr(2) s Asr)  Anrm) = 1.

Fiir Permutationen, die keinen vollstindigen Paarungen entsprechen, ist
dieses Produkt null. Damit kann man jetzt die Anzahl der vollstindigen
Paarungen in einem bipartiten Graphen schon algebraisch ausdriicken als
Summe tiber alle moglichen permutationsentsprechenden Produkten:

Yo A Avr) Asae)  Ann -
" e Croen "

Dies mag zwar hiibsch aussehen, ist aber vorerst nicht besonders hilfreich,
denn es gibt n! viele Permutationen der Grofle n. Es gibt also viel zu viele
Summanden, als dafs diese Summe in verntinftiger Zeit ausgewertet werden
konnte.

Aber diese Summe dhnelt stark der Definition der Determinante det(A)
einer Matrix A:

det(A4) = > 5(m) - Ar (1) - Aor2) - Asrs)  Anr(n) 5
" der Crdfie "
wobei s(7) ein von der Permutation abhéngiges Vorzeichen ist, also +1 oder
—1. Obwohl die Determinantenfunktion durch diese Vorzeichen in ihrer
Summendefinition komplizierter aussieht, ldsst sie sich mit Hilfe alterna-
tiver Definitionen relativ leicht berechnen. Diese Tatsache wird nun unter
Zuhilfenahme von Zufall ausgenutzt.

Godsil und Gutman [Godsil und Gutman, 1981] schlugen 1981 folgende
Methode vor: Es sei A die Adjazenzmatrix eines bipartiten Graphens G.
Andere jede 1 in A zufillig, mit Wahrscheinlichkeit 1/2 (und unabhéngig
von den anderen Einsen) zu —1. Berechne die Determinante der so erhalte-
nen zufilligen Matrix und nimm ihr Quadrat als Schatzwert fiir die Anzahl
der vollstindigen Paarungen im Graphen G.

Warum soll das ein guter Schétzwert sein? Es stellt sich heraus, daf3,
wenn man alle moglichen Muster von +1/—1 der Matrix A betrachtete
und man fiir jedes Muster den Schitzwert wie angegeben berechnete, dann
wadre der Durchschnitt der so erhaltenen Schiatzwerte genau die Anzahl der
vollstindigen Paarungen. Mathematisch ausgedrtickt: der Erwartungswert
des Schitzwertes ist die Paarungsanzahl.
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Das ist nicht sehr schwer zu beweisen. Das Quadrat der Determinante
von A lasst sich schreiben als

2

Z s(m) - A gy Anry |

7 ist Permutation
der Grofle n

was mit Hilfe des Distributivgesetztes zu

> (s(m) - A zry - Anr(ny) (300) - A1 1) = Anp(m)

7, p Permutationen
der Grofle n
wird. Wir wollen den Erwartungswert dieser Summe wissen. Der ist die
Summe der Erwartungswerte der einzelnen Summanden. Betrachten wir
also einen Summanden

(s(m) - Aty Anamy) (8(0) - A1) Anpn)) -

Sollte m oder p keiner vollstaindigen Paarung entsprechen, d.h. A; »;; = 0
oder A; ,; = 0 fiir irgendein i, dann ist dieser Ausdruck (und damit auch
sein Erwartungswert) 0.

Im Fall p # 7 muf es ein i geben mit 7 (i) # p(i). Der Term A; ;) kommt
dann in dem Produkt

(s(m) - A1z - Anaeny) (5(0) - A1) - Anpn))

genau einmal vor. Aufgrund seiner gleichwahrscheinlichen —1/ 4 1 Bele-
gung ist der Erwartungswert von 4; ;) gleich 0, und damit (und aufgrund
der Unabhingigkeit der zufilligen —1/41-Zuweisungen) ist auch der Er-
wartungswert des gesamten Produkts gleich 0.

SchliefSlich im Fall, daf8 p = 7, ergibt dieser Ausdruck

(s(m) « Ay ) 'An,ﬁ(n))2 ;

und das ist immer 1, ganz gleich wie das Vorzeichen s(7) aussieht und wel-
che +1/—1 Werte den Matrixelementen zugewiesen wurden. Damit bekom-
men wir genau fiir jede Permutation, die einer Paarung entspricht, einen
Beitrag von 1 zum Erwartungswert der gesamten Summe, und damit ist
der Erwartungswert dieser Summe gleich der gesuchten Paarungsanzahl.

Dieser Schiatzwert von Godsil und Gutman hat nun zwar den richtigen
Erwartungswert, nur ist leider seine Streuung so grofs, dafl man etwas mehr
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als 3"/2 viele unabhéngige Schitzwerte ermitteln muf, damit ihr Durch-
schnitt mit verniinftiger Wahrscheinlichkeit eine verniinftige Approximati-
on der wahren Paarungsanzahl ist.

Dies wurde inzwischen etwas verbessert. 1993 zeigten Karmakar et
al. [Karmarkar et al., 1993], daf8 folgende leichte Verdnderung des Verfah-
rens von Godsil und Gutman zu einem guten Schitzverfahren mit geringe-
rer Streuung fiithrt und somit nur etwas mehr als 2/2 Schitzwerte ermittelt
werden miissen.

Andere jede 1in A zufllig, mit 1/4 Wahrscheinlichkeit (und unabhéngig
von den anderen Einsen) zu —1,+1,I, —I, wobei I = /—1. Berechne die
Determinante der so erhaltenen zufélligen Matrix und nimm das Quadrat
ihres Absolutbetrags als Schiatzwert fiir die Anzahl der vollstindigen Paa-
rungen im Graphen G.

Schliefslich zeigte Rasmussen [Rasmussen, 1998] in 1998, aufbauend auf
Arbeiten von Barvinok [Barvinok, 1999], dafl man tiber die komplexen
Zahlen hinweg noch einen Schritt weiter machen kann, um die Streu-
ung und damit die Anzahl der nétigen Schitzwerte zu verringern. Er
verwendet zuféllige Ersetzungen der Einsen durch die acht Quaternionen
+1,+1, +J, £ K und reduziert damit die Anzahl der zu ermittelnden Schétz-
werte auf etwas tiber (3/2)"/2. Dies ist zwar noch immer exponentiell, also
viel zu grofs und fiihrt nicht zu einer Schiatzmethode mit verniinftiger Lauf-
zeit, aber es legt nahe, dafl durch die Verwendung von héher-dimensionalen
Algebren, sogenannten Clifford Algebren, die Streuung auf ein verniinfti-
ges Mafs reduziert werden konnte. Ob dies wirklich moglich ist, ist zur Zeit
nicht bekannt und Gegenstand der Forschung.

Eine Irrfahrtmethode

Hier ist eine vollkommen andere randomisierte Methode, um die Paarungs-
anzahl in einem bipartiten Graphen zu schitzen. Diese Methode ist viel
weniger direkt als die gerade gezeigte.

Definieren wir eine k-Paarung in einem bipartiten Graphen als eine Men-
ge P von k Kanten, sodafs jeder Knoten im Graphen an hochstens einer der
Kanten in P anliegt. Im folgenden sei nun G ein bipartiter Graph mit 2n
Knoten. Es seien M), die Menge aller k-Paarungen in G und my, die Anzahl
der verschiedenen k-Paarungen in G. Eine vollstindige Paarung in G ist
jetzt nichts anderes als eine n-Paarung, also ein Element von A/, und die
Paarungsanzahl in G' zu bestimmen oder zu schétzen ist nichts anderes als
das Bestimmen oder Schitzen von m,,.
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Furi=2,...,nseir; = m;/m;_,. Dann gilt

o m2 M3 Mp—1 My
ml‘T2'T3"'Tn71"rn—ml‘_‘_“‘—‘
mi M2 Mp—2 Mp-1

=m,.

Die Idee ist nun diese: m; ist bekannt, es ist die Anzahl der Kanten von G;
wenn man jedes der r;’s schdtzt, dann ergibt das Produkt von m; und von
allen diesen Schitzungen nach der angegebenen Gleichung eine Schiatzung
der gesuchten Zahl m,,.

Wie kann man aber ein r; schitzen, und zwar mit hinreichender Genau-
igkeit? Die Grundidee hier ist wieder einfach: Angenommen, man hétte
einen “Zufallspaarungsgenerator”, der auf Anfrage eine zufillige Paarung
in M;—1 U M; erzeugt, jede mit gleicher, oder zumindest fast gleicher Wahr-
scheinlichkeit. Dann konnte man eine ganze Reihe von Anfragen an diesen
Generator richten und zdhlen, wie oft er eine (i — 1)-Paarung und wie oft
er eine ¢ Paarung liefert, sagen wir jeweils ¢;_1 und ¢; mal. Wenn r; nicht
zu grof$ oder zu klein ist (was derzeit nur garantiert werden kann, wenn
jeder Knoten in G an hinreichend viele, sagen wir mindestens n/2, Kanten
anliegt) und wenn hinreichend viele Anfragen gestellt wurden, dann liefert
das Verhiltnis ¢;_1 /¢; mit hoher Wahrscheinlichkeit eine gute Schatzung fiir
das gesuchte ;.

Jetzt brauchen wir also nur mehr so einen “Zufallspaarungsgenerator”.
Dieser funktioniert folgendermafien: Man beginnt mit irgendeiner Paarung
Py in M;_1 U M;. Diese verdndert man auf zuféllige Art und Weise durch
eine kleine “Mutation” zu einer Paarung P; in M;_; U M;. Durch eine wei-
tere kleine zuféllige Anderung bekommt man davon Paarung P», und so
fort. Nach ¢ solchen “zufélligen, kleinen” Verdnderungen erreicht man eine
Paarung P; in M;_1 U M;, und es ist plausibel, dafd bei hinreichend grofiem
t die so in vielen zufilligen kleinen Schritten erreichte Paarung P; mit fast
gleicher Wahrscheinlichkeit jede der Paarungen in M;_; U M; sein kann.

Dies ist bei geeigneter Spezifikation von “kleiner zufélligen Verdnde-
rung” (im Prinzip dndert sich die Paarung in hochstens einer zufalligen
Kante) tatsdchlich der Fall. Der Beweis dafiir ist aber duflerst kompliziert
und weit aufierhalb des Rahmens dieses Aufsatzes.

Der gerade skizzierte Zufallspaarungsgenerator basiert auf der Methode
der “Irrfahrt” oder “zufélligen Wanderung”. Diese Namen erkldren sich da-
durch, dafs man sich vorstellen kann, dafs man auf zuféllige Art und Weise
entlang der Kanten eines Graphens U wandert, also eine Irrfahrt macht, wo-
bei in unserem Fall die Paarungen in M;_; U M; die Knoten von U sind, und
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zwei Knoten (also Paarungen) durch eine Kante in U verbunden sind, wenn
sie durch “kleine Anderungen” auseinander hervorgehen. Diese Sichtweise
und die damit verbundene Theorie der Markoff-Ketten hat sich bei einigen
Z&hl- und Schétzproblemen als sehr fruchtbar erwiesen. Wir verweisen den
Leser auf das Buch [Motwani und Raghavan, 1995] von Motwani und Rag-
havan und auf die Monographie [Sinclair, 1992] von Sinclair.

Zusammenfassend konnen wir sagen, daf$ die hier gerade skizzierte ran-
domisierte Methode fiir das Schdtzen der Paarungsanzahl eines bipartiten
Graphen G im Fall, daff jeder Knoten von G an hinreichend vielen Kan-
ten anliegt, nachweislich mit “verniinftig” viel Rechenaufwand mit ho-
her Wahrscheinlichkeit zu einer “verntinftig” genauen Losung fithrt. Was
“verntinftig” hier genau bedeuten soll, lassen wir offen. Der technisch ver-
sierte Leser moge das Wort “polynomiell” dafiir einsetzen. Man soll aber
keinesfalls glauben, daf “verniinftig viel Rechenaufwand” hier mit prakti-
scher Effizienz gleichzusetzen sei.

Schlufibemerkungen

Rechnen, Berechnen und Problemltsen tragen tiblicherweise die Attribu-
te “exakt”, “vorhersagbar” und “deterministisch”, also eigentlich gerade
das Gegenteil von “zufillig”. Die Beispiele in diesem Aufsatz haben den
Leser hoffentlich davon tiberzeugt, dafy der Zufall sehr wohl fiirs Rechnen
und Problemldsen niitzlich sein kann, wenn er nur richtig eingesetzt wird.
Die dargestellten Beispiele reichten vom Koordinieren von unabhéngigen
Agenten tiber rasches Losen von Optimierungsproblemen bis hin zum Te-
sten von speziellen Eigenschaften von Zahlen und zum algorithmischen
Schitzen komplizierter Grofien. Dies ist aber wahrlich nur ein sehr kleiner
Ausschnitt aus dem Gebiet der randomisierten Algorithmen. Beim Verwal-
ten von Information findet Randomisierung ebenso Anwendung wie beim
Losen geometrischer oder zahlentheoretischer Probleme, oder bei Algorith-
men der Textverarbeitung. Der interessierte Leser sei an das Buch von Mot-
wani und Raghavan [Motwani und Raghavan, 1995] verwiesen.

Randomisierte Algorithmen zeichnen sich oft durch ihre Einfachheit aus.
Wenn iiberhaupt etwas dabei kompliziert wird, dann sind es typischerweise
die Beweise ihrer Korrektheit- oder Laufzeiteigenschaften. Dies macht sie
fiir den praktischen Einsatz oft besonders attraktiv.

In randomisierten Methoden muf$ oft “eine Miinze geworfen” werden,
oder es soll eine zufillige ganze Zahl zwischen 0 und n generiert werden.
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Mancher Leser wird fragen, durch welchen Mechanismus dies im Ablauf
von Computerprogrammen tatsdchlich realisiert wird. Dieses Problem ist
schon in sich selbst einen Aufsatz wert. Wir verweisen dafiir auf das Buch
von Luby [Luby, 1996] fiir einige theoretische Grundlagen der sogenannten
Pseudozufallszahlenerzeugung und auf den zweiten Band des grofsen Wer-
kes von Knuth [Knuth, 1997].
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Anmerkungen

1 Wir nehmen hier an, daf8 die Punktemenge S in “allgemeiner Lage” ist, in dem Sinne, daf
keine vier Punkte in S auf einem gemeinsamen Kreis liegen. Aber selbst wenn dies nicht der
Fall ist, stimmt die Wahrscheinlichkeitsaussage noch immer, ja, die Wahrscheinlichkeit fiir den
schlechten Fall wird sogar kleiner.

2 Mathematische Leser mogen bitte verzeihen, da8 darauf verzichtet wurde, hier Restklassen-
ringe einzufiihren.
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Die Kunst im formalen Denken
anhand zweier Beispiele aus der Zahlentheorie!
Wolfgang M. Schmidt

Ganz im Gegensatz zur weithin verbreiteten Ansicht, formales Denken ha-
be nichts mit Kunst zu tun, steht der Glaube an tiefliegende Parallelen zwi-
schen mannigfachen Bereichen der Kunst und derjenigen Wissenschaft, de-
ren wesentlichstes Hilfsmittel das formale Denken ist, der Mathematik. Man
kann sogar noch einen Schritt weitergehen und mit dem Schlagwort “Ma-
thematik als Kunst” eine neue, zur gemeinhin {iblichen ganz kontréare Sicht-
weise dieser Wissenschaft annehmen — ein Thema, das ich bereits in meh-
reren Vortrdgen angesprochen habe.

Doch stellen wir einmal die Frage: was unterscheidet die Wissenschaft
denn so grundlegend von der Kunst? Eine der augenscheinlichsten Ant-
worten darauf lautet wahrscheinlich: die Anwendung im téglichen Le-
ben. Wahrend der Nutzen eines kiinstlerischen Werkes hauptséachlich in der
Begliickung seiner Bewunderer zu suchen ist, sind es im Bereich der Wis-
senschaft hauptséachlich deren Anwendungen im Alltag, die uns wesentlich
sind. Dies trifft ganz besonders auf alle Naturwissenschaften zu und so-
mit auch indirekt auf die Mathematik, da deren Ergebnisse wiederum in all
diesen anderen Bereichen eingesetzt werden.

Die direkten Anwendungen des formalen Denkens, denen wir begegnen,
sind aber relativ selten, eine Tatsache, die Kunst und Mathematik bereits et-
was néher riickt. Insbesondere mein Arbeitsgebiet, die Zahlentheorie, galt
lange Zeit als besonders anwendungsarm, was einen ihrer beriihmtesten
Vertreter Carl Friedrich Gauf nicht hinderte, sie mit dem Worten: “Die Ma-
thematik ist die Konigin der Wissenschaften und die Zahlentheorie ist die
Konigin der Mathematik” zu preisen. Noch im 19. Jahrhundert war alles,
was auf diesem Gebiet der Mathematik ersonnen wurde, lediglich als wis-
senschaftliche Erkenntnis von Bedeutung, was viele bertthmte Mathemati-
ker in den Bann gerade dieser Disziplin zog. Im 20. Jahrhundert allerdings
scheint dieser Standpunkt nicht mehr ganz vertretbar zu sein, da sich auch
fiir die Ergebnisse der Zahlentheorie interessierte Abnehmer gefunden ha-
ben. Wer hitte es fiir moglich gehalten, daf$ etwa das amerikanische Vertei-



digungsministerium die mathematische Forschung fordert, da viele Ergeb-
nisse der Zahlentheorie fiir die Erstellung von Geheimcodes beziehungs-
weise deren Entschliisselung von grofler Bedeutung sind? Auf dieses, Kryp-
tographie genanntes Gebiet, mochte ich spéter ndher eingehen, um weitere
Parallelen zwischen Kunst und Mathematik aufzuzeigen.

Vorerst aber ein Beispiel dazu, dessen Wurzeln auf mathematischer Sei-
te tief in Osterreich verankert sind durch bekannte Vertreter wie Edmund
Hlawka, Harald Niederreiter oder Robert Tichy. Es handelt sich dabei um
die Theorie der Gleichverteilung; etwas banaler ausgedriickt um die Unter-
suchung von sogenannten Zufallsfolgen: das sind Folgen von Zahlen, die
scheinbar willkiirlich zustande kommen, hinter denen sich aber eine ver-
steckte Gesetzméfligkeit verbirgt. Ein quasi “geordnetes Chaos” also —
und damit tut sich bereits eine Parallele zwischen Mathematik und Kunst
auf, ndmlich die simultane Prdsenz von Ordnung und Chaos, sowie deren
wechselseitige Beziehungen und Einfliisse. Besonders deutlich wird dies
in der modernen Kunst des 20. Jahrhunderts, wo mit klassischen Methoden
der Malerei Motive geschaffen werden, die scheinbar jeder GesetzmaéfSigkeit
entbehren.

Um diesen Gedankengang weiter zu vertiefen, mochte ich nun den Be-
griff der Zufallsfolgen nédher erkldren, was allerdings einiger Vorbemerkun-
gen in elementarer Zahlentheorie bedarf.

Bereits in der Volksschule wird uns das Dividieren mit Rest beigebracht:
nehmen wir als Beispiel die Zahl 7 her und dividieren eine beliebige Zahl
durch sie, so bleibt ein ganzzahliger Rest, der zwischen 0 und 6 liegt. Wir
schreiben

z=y(mod7) (sprich z kongruent y mod 7)
wenn z und y denselben Rest bei Division durch 7 haben, wie etwa
44 =16(mod 7),

denn bei beiden bleibt 2 als Rest tibrig.
Die ganzen Zahlen zerfallen so, entsprechend ihrem Rest nach Division
durch 7 in 7 Restklassen, die man mit

0,1,...,6

bezeichnen kann. 44 liegt somit in der Klasse 2 ebenso wie 16. Anstelle von 7
kann dieselbe Uberlegung fiir jede Zahl m als Modul durchgefiihrt werden
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und wir schreiben
z =y(mod m),

falls z und y denselben Rest bei Division durch m ergeben und die ganzen
Zahlen werden nun in m Restklassen beziiglich des Moduls m eingeteilt, die
wir mit

0,1,2,....m—2,m—1

bezeichnen. Diese Reihenfolge der Restklassen scheint hier ganz nattirlich,
wir wollen aber noch eine weitere kennenlernen, hinter deren scheinbarer
Zufélligkeit sich eine tiefere Gesetzmafigkeit verbirgt.

Dazu betrachten wir die Multiplikation von Restklassen, wiederum am
Beispiel des Moduls m = 7. Um etwa die Klassen 3 und 4 zu multiplizie-
ren, werden einfach die Zahlen 3 und 4 multipliziert, dem Ergebnis dieser
Operation wird dann die entsprechende Restklasse zugeordnet:

3.4=3.4=12=135.
Mit Hilfe dieser Definition kann man nun untersuchen, wie sich Potenzen
einer beliebig gewédhlten Zahl auf die einzelnen Restklassen verteilen. Fiir
m = 7 und die Zahl 3 liefert dies
3e€3
32=3x3€9=2
33=3x32€3-2=
3 =32x3%...¢4
3eh
30el

6

und man erhilt so die Restklassen 3,2,6,4,5,1. Dem aufmerksamen Be-
trachter wird dabei auffallen, daB8 dabei alle Restklassen ungleich 0 genau
einmal vorkommen. Das hangt natiirlich mit der speziellen Wahl dieses Bei-
spiels zusammen, jedoch hat Gauf3 gezeigt, dafs fiir eine gewisse Klasse von
Moduln m, ndmlich alle Primzahlen (das sind alle ganzen Zahlen, die nur
durch 1 und sich selbst teilbar sind, also 2,3,5,7,11,...) immer eine Zahl g
existiert, deren erste m — 1 Potenzen {g, g2, ... ,F} genau die Restklas-
sen 1,2,...,m — 1 durchlaufen. Ordnet man diese in der Reihenfolge, wie
sie in g, ¢2,..., g™ ! auftreten, so erhilt man eine scheinbar zufdllige An-
ordnung der Zahlen von 1 bis m — 1. Fiir m = 19 und g = 3 erhielten wir
beispielsweise:
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Nun aber zuriick zum angestrebten Vergleich mit der Kunst. Mir scheint die
Parallele zu den Gegensétzen zwischen der klassischen Malerei und deren
neuzeitlichen Stilrichtungen im 20. Jahrhundert besonders erwdhnenswert.
Waihrend erstere grofien Bedacht darauf legte, Regelméfiigkeiten und Sym-
metrien aufzuzeigen, riickte in der Moderne immer mehr das zuféllige Er-
eignis in den Mittelpunkt des Interesses, wobei allerdings nicht gesagt ist,
daf$ hinter aller Zufélligkeit nicht eine versteckte Ordnung beziehungswei-
se Gesetzmafligkeit steckt, wie dies auch bei der betrachteten Zufallsfolge
{9,9%,...,9g™ 1} der Fall ist.

Dieser Vergleich 1afit sich sogar noch etwas vertiefen: in der surreali-
stischen Kunst wird mit klassischen Methoden versucht, unerwartete Zu-
sammenhénge darzustellen und ich méchte nun kurz erldutern, wie dieser
Aspekt auch in einer Anwendung der Zufallsfolgen auftaucht.

Man stelle sich dazu ein Gebiet mit Fldcheninhalt 1 vor und darin ein
Quadrat, dessen Fldcheninhalt es abzuschitzen gilt. Die sogenannte Monte
Carlo Methode besteht nun darin, nach irgendeinem Schema eine Zufalls-
folge von N Punkten zu erzeugen, die willkiirlich in dem Gebiet verteilt
sind. Die Erzeugung einer solchen ist schwierig und im Grund ein Para-
doxon; aber die Quasizufallsfolgen, die von der Zahlentheorie herriihren,
konnen anstelle von Zufallsfolgen beniitzt werden.

Das unerwartete Ergebnis ist nun, dafs, obwohl bei einer Zufallsfolge
die Zahl N’ der Punkte in einem Quadrat des Flicheninhalts F' anndhernd
gleich N F ist, egal wie die Punkte der Zufallsfolge auch verteilt sein mogen,
immer eingeschriebene Quadrate existieren, deren Inneres entweder we-
sentlich zu wenige oder wesentlich zu viele Punkte enthalt, sodafl N’
verhéltnisméaflig stark von NF abweicht. Dies konnte von der hollandi-
schen Mathematikerin van Aardenne - Ehrenfest 1945 unter Verwendung
ganz klassischer Methoden gezeigt werden, obwohl diese Erkenntnis so
massiv unserer Anschauung widerspricht, wie etwa das Bild einer Treppe
ohne oben und unten, Anfang und Ende, das von einem Maler des Surrea-
lismus auch nur mit Pinsel und Farbe erschaffen wird.

Im Anschlufs an diesen Vergleich mochte ich nun zu einem weiteren
Anwendungsgebiet der Zahlentheorie kommen, das ich bereits kurz an-
gesprochen habe, der Kryptographie. Auch hier werden einige Parallelen
zur Kunst augenscheinlich: Geheimschrift, die deutsche Ubersetzung von
Kryptographie, 1463t bereits erahnen, dafs es sich um das Wechselspiel zwi-
schen Verborgenem und Offenkundigem handelt, das ja auch in der Musik,
der Malerei, usw. stindig présent ist. Historisch gesehen war Julius César
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der erste, der sich eines Geheimcodes bediente, um eine verschliisselte Bot-
schaft an seine Truppen zu senden. Das dafiir verwendete Kryptosystem,
das heifst die Methode nach der ein Text verschliisselt und entschliisselt
wird, war denkbar einfach: jeder Buchstabe wurde dabei durch denjeni-
gen ersetzt, der im Alphabet 3 Stellen hinter ihm lag, wenn eine Botschaft
also den Text ANGRIFF enthielt, so war codiert der Chiffretext DQJULII zu
lesen.

Auf diese Weise waren Botschaften schon recht gut zu codieren, aller-
dings nur im Falle strengster Geheimhaltung, da bereits die Kenntnis der
Verschliisselungsmethode automatisch die Tiir zur Entschliisselung 6ffnet.
Diese sogenannten Privatschliissel-Kryptosysteme haben weiter den Nach-
teil, dafs nur zwei eingeweihte auf diese Art kommunizieren kénnen. Lan-
ge Zeit war es fraglich, wie man diesen Makel beheben kann, bis die Ma-
thematiker Rivest, Shamir und Adelman 1976 eine Art 6ffentliches Kryp-
tosystem ersannen, bei dem der Verschliisselungsschliissel 6ffentlich preis-
gegeben werden kann, ohne dafs damit automatisch auch die Entschliisse-
lungstechnik offenbar wiirde. Der grofSe Vorteil dieser Methode liegt darin,
dafl der Initiator eines Geheimcodes nun von jedermann Geheimbotschaf-
ten empfangen kann (die Codierungsweise ist ja 6ffentlich bekannt), die nur
er in der Lage ist, zu dechiffrieren. Um dieses sogenannte RSA Schema zu
erldutern, bedarf es wiederum einiger Vorbereitungen.

Zunéchst wird jedem Buchstaben des Alphabets eine Zahl zugeordnet

A< 00,B+-01,....7 <25

um das Problem den Methoden der Zahlentheorie zuganglich zu machen.
Das grundlegende Ergebnis auf dem die Codierungstheorie beruht ist unter
dem Namen ”“Kleiner Fermat” bekannt und lautet : ist p eine Primzahl und
gilt = 1( mod p — 1), so folgt daraus a® = a( mod p) fiir jede ganze Zahl a.

Wie kann man dies nun ausniitzen, um eine Geheimschrift zu erzeugen?
Zunichst wihlt Person A eine Primzahl p sowie zwei Zahlen V und E aus,
die der Bedingung

VE=1(mod p-1)

gentiigen. Sodann gibt A die Zahlen p und V als Verschliisselungscode be-
kannt, behilt aber E als Entschliisselungsschliissel geheim. Jede Person B,
die (p, V) kennt, kann nun codierte Botschaften an A senden nach folgen-
dem Schema:

Jeder Text wird zunédchst als Zahl ¢ geschrieben (wobei 0 < ¢t < p vor-
ausgesetzt wird) und dieser sodann die Zahl ¢ zugeordnet, die durch die
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Kongruenz
c=t"(mod p)

bestimmt wird.
Zur Dechiffrierung geht A nun vom chiffrierten Text in Form der Zahl ¢
aus und bestimmt sodann die Losung t*,0 < ¢t* < p, der Kongruenz

t* = ¥ (mod p).
Der ”Kleine Fermat” besagt nun:
t*=c? = (V)P =t"F = t(mod p)

und da t* und ¢ beide zwischen 0 und p — 1 liegen, miissen sie gleich sein
und die Botschaft ist vollstaindig wiederhergestellt. Dazu ein Beispiel zur
Veranschaulichung:

Wir wihlen die Primzahl p = 11 und miissen zwei Zahlen V und FE finden,
deren Produkt in der Restklasse 1 modulo 10 liegt, das heif3t

EV = 1(mod 10).

E = 7Tund V = 3 erfiillen diese Bedingung und wir kénnen (11,3) als
Verschliisselungsschliissel bekannt geben. Um die Zahl ¢ = 9 zu codieren,
berechnen wir ¢ durch

c=t" =93 = 3(mod 11)
und dechiffriert wird dann mittels
t* = cP =37 = 2187 = 9(mod 11).

So weit, so gut; bleibt nur noch die Frage, ob dieses System die gestellten
Anforderungen erfiillt, das heif3t, ist es wirklich unmoglich, aus der Kennt-
nis des Verschliisselungsverfahrens (p, V) auf die Entschliisselung (p, E) zu
schlielen? Dies ist allerdings nicht der Fall wegen EV = 1(mod p — 1), so-
dafl E ein Reziprokwert von V(mod p — 1) ist und dieser Vorschlag noch
etwas zusatzlicher Verfeinerung bedarf, um effektiv zu sein.

Eine Folgerung aus dem kleinen Satz von Fermat besagt: sind p # ¢ Prim-
zahlen und m = pg, so gilt:

z = 1(mod (p— 1)(¢ — 1)) = a® = a (mod m)
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fiir jedes a und wir wollen nun versuchen, mit Hilfe dieses allgemeineren
Ergebnisses die Strategie von vorher zum Erfolg zu fiihren.

Diesmal wihlt Person A zwei Primzahlen p # ¢ aus, bildet deren Produkt
m und sucht zwei Zahlen V und E, die der Kongruenz

VE =1(mod(p — 1)(¢ — 1))

geniigen. Der offentlich bekanntgegebene Verschliisselungsschliissel be-
steht nun aus dem Paar (m,V), wihrend E, aber auch p und ¢ (!) ge-
heim bleiben. Im weiteren verlduft alles analog zu vorher: der Text ¢ mit
0 <t < m wird codiert via

¢ =t¥(mod m)
und danach entschliisselt durch
t* = ¢(mod m)

und wieder gilt ¢* = t aufgrund des verallgemeinerten “Kleinen Fermat”,
sodaf3 A in den Besitz des urspriinglichen Texts kommt.

Der Vorteil dieser Methode liegt nun darin, daf$ man aus der Kenntnis
von (m, V') nicht mehr direkt auf E schlieen kann. In der Tat sind £ und V
durch

VE =1(mod (p—1)(g—1))

verkniipft, das heifit, man miifite p und ¢ kennen um E aus V' zu berechnen.
Dies fiihrt zu dem Problem bei gegebenem Produkt auf die einzelnen Fak-
toren zu kommen und das RS A Schema lebt von der Tatsache, daf$ dies in
der Praxis bei mehr als hundertstelligen Primzahlen nur mit gigantischem
Rechen- und Zeitaufwand moglich ist.

Diese und dhnliche Aufgaben fallen unter den Begriff der Numerik, wo
man sich mit den beiden Fragen

e ist eine gegebene Zahl m prim?
e finde die Primfaktorzerlegung von m

befafit. Wesentlich ist dabei immer der dazu nétige Rechenaufwand, wie

dies ja schon am Beispiel der Entschliisselung eines RS A Codes klar wird.
Um zu zeigen, dafs eine Zahl m nicht prim ist, gentigt es, sie in ein Pro-

dukt m = pq zu zerlegen; um diese Zerlegung zu verifizieren kommt man

97



dann mit einer einzigen Rechenoperation aus. Das ist prinzipiell von In-
teresse, allerdings kann auch das schon ziemlich aufwendig sein, wenn die
auftretenden Zahlen sehr grof$ sind. Ein Maf dafiir ist die Anzahl der noti-
gen Ziffernoperationen, das sind Operationen mit den Ziffern 0, 1,.. ., 9. Be-
zeichnet z(m) die Anzahl der Ziffern von m, so kommt man mit weniger als
2(p) - z(q) < z(m)? Ziffernoperationen aus; diese Schranke wurde 1971 von
Schénhage und Strassen noch auf z(m)!'*¢ gedriickt, wobei ¢ eine beliebig
kleine positive Zahl darstellt.

Viel schwieriger ist es allerdings von einer Zahl nachzuweisen, daf8 sie
prim ist. Ein ebenso bemerkenswertes wie tiberraschendes Resultat aus der
Logik besagt nun, daf$ dafiir ebenfalls endlich viele (< 87) Rechenopera-
tionen ausreichen. An dieser Stelle sei nochmals auf die bereits aufgezeig-
ten Parallelen zum Surrealismus hingewiesen: mit den formalsten Techni-
ken (ndmlich der Logik) werden Resultate (das Analogon zu Effekten in der
Kunst) erreicht, die vollig {iberraschend und unerwartet scheinen. Hier ist
es das Resultat von Jones aus dem Jahre 1976, das besagt: es gibt ein Po-
lynom in 26 Variablen, das bei positiven Argumenten nur Primzahlen als
Wert annimmt, und zwar jede mindestens einmal. Wieder ist dieses prin-
zipielle Ergebnis fiir die Praxis nutzlos, da die fraglichen Zahlen gigantisch
sein konnen. Fragt man daher abermals nach einer Schranke fiir die Anzahl
der notigen Ziffernoperationen, so konnte gezeigt werden, daff man grofien-
ordnungsméfig mit z(m)* das Auslangen findet. Dahinter steckt natiirlich
einiges an Theorie, unter anderem das Ergebnis: ist von der Zahl m die
Zerlegung von m — 1 in ein Produkt von Primfaktoren bekannt, das heifst
m —1=q...qr und findet man eine Zahl g, fur die gmq_?l = 1(mod m) fiir
sdmtliche 4, so ist m eine Primzahl.

Die konkreteste Problemstellung der Numerik ist es aber, eine gegebe-
ne Zahl m tatsdchlich in Primfaktoren zu zerlegen. Wihrend dies 1970
fur 20-stellige Zahlen gerade noch méglich war, haben diverse neue Algo-
rithmen (Kettenbruchalgorithmus, quadratisches Sieb, Zahlkorpersieb, und
Lenstras elliptischer Kurven-Algorithmus) die Grenzen des Machbaren auf
130-stellige Zahlen ausgedehnt.

Dabei ist die Sache im Prinzip ganz einfach: man dividiere die gegebene
Zahl durch alle darunterliegenden, um alle Teiler und somit alle Primfak-
toren ausfindig zu machen. Nach kurzer Uberlegung wird man aulerdem
draufkommen, dafl man lediglich die Zahlen bis zur Quadratwurzel von m
durchzuprobieren hat, doch auch das tibersteigt fiir grofSe Zahlen die Lei-
stungsfahigkeit jeglicher Computer, sodafl nur die bereits angesprochenen
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Algorithmen das Rechnen im Bereich von 100-stelligen Zahlen erlauben.

Dies ermdglicht es mir, ein letztes Mal die Briicke zur Kunst zu schlagen:
die eben erwéhnten ebenso geistreichen wie phantasievollen Methoden im
Umgang mit groflen Zahlen rechtfertigen es durchaus, von Rechenkunst zu
sprechen und somit Mathematik selbst zur Kunst zu erheben, zur Kunst des
formalen Denkens eben.

Anmerkungen

! Niederschrift eines Vortrags von Dr. Wolfgang M. Schmidt, Professor am Institut fiir Zahlen-
theorie der Universitidt Boulder, Colorgdo; redigiert von Dr. Leonhard Summerer.
Unterstiitzt vom Jubildumsfonds der Osterreichischen Nationalbank.
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Graphentheorie: Strukturen und Symmetrien
Gottfried Tinhofer

Einleitung

Unter den Exponaten einer Ausstellung in einer Kirche in Stralsund fand ich
eine Komposition, wie sie in Abbildung 4.1a (Farbabbildungen: S. 139) wie-
derzugeben versucht wurde. Die Farben waren nattirlich anders, schoner,
als sie mit Zeichenprogramm und Farbdrucker erzeugt werden koénnen.
Aber die Anordnung der Farben war genau dieselbe, und auf diese An-
ordnung mochte ich hier hinweisen. Der Kiinstler vermittelte dadurch (sehr
wabhrscheinlich unbewufSt) mathematische Informationen tiber eine gewisse
Struktur. Es handelt sich um die Beschreibung einer sogenannten kohiiren-
ten Konfiguration, welche die Symmetrieeigenschaften eines sehr einfachen
Graphen, eines Zykels tiber sieben Punkte, erfafit. Ein solcher Zykel ist in
Abbildung 4.1b (Farbabbildungen: S. 139) dargestellt.

Ein Zykel soll eine “Reihenfolge” von gewissen Objekten vermitteln,
die im Bild nur durch kleine Vollkreise angedeutet und somit nicht ndher
erldutert sind. Ein Zykel vermittelt also ein “Hintereinander” und durch
seine Geschlossenheit auch ein “immer wieder”. Ein Zykel ist daher ein
abstrakter Begriff, der durch Anwendung auf verschiedene Objekte ver-
schiedene Konkretisierungen erlaubt. Daher sind seine Symmetrien auch
abstrakte Symmetrien, die keiner Erkldrung durch die Symmetrieopera-
tionen des Raumes (Drehungen, Spiegelungen und deren Kombinationen)
bediirfen und daher auch unabhédngig von einem Raumbegriff existieren.
Wir nennen sie auch kombinatorische Symmetrien. Ihre Darstellung fiihrt bei
komplizierteren Graphentypen, als es der Zykel ist, auch zu komplizierte-
ren Farbgebilden. Im letzten Abschnitt dieses vorliegenden kleinen Exkur-
ses iiber die Inhalte der Graphentheorie kommen wir nochmals auf diese
kombinatorischen Symmetrien von Graphen zu sprechen. Sie werden dort
erklédrt und es wird auch ein komplizierteres Beispiel angegeben.

Ein Zykel ist ein sehr einfacher Graph. Graphen im allgemeinen sind abstrak-
te mathematische Modelle zum Studium der Beziehungen zwischen den



Elementen einer unter Beobachtung stehenden Menge von Objekten (Per-
sonen, Dingen oder Begriffen). Diese Beziehungen definieren eine Struktur
auf der Beobachtungsmenge. Wir konnen daher auch sagen: Graphen die-
nen zur Synthese oder Analyse von Strukturen auf Mengen.

Obwohl Graphen abstrakte Gebilde sind, kann man sie “bildhaft” denken,
man kann sie auf jede nur denkbare Art “zeichnen” und dadurch Uberle-
gungen abstrakter Natur durch anschauliche Analoga simulieren. Daher
eignen sich graphentheoretische Uberlegungen vorziiglich zur Demonstra-
tion formaler Denkprozesse. In den folgenden Abschnitten wird versucht,
diese Moglichkeit anhand einer kleinen Einfithrung in eine Auswahl der
Hauptinhalte der Graphentheorie aufzuzeigen. Im ersten Abschnitt wird
der Begriff Graph erldutert. Dann folgt ein Abschnitt {iber Eulersche Lini-
en und das Postbotenproblem. Im néchsten Abschnitt werden elektrische
Netzwerke als Graphen interpretiert, es kommt der Baumbegriff zur Spra-
che und wir erwdhnen das Problem der Zufallswanderungen auf Graphen.
Der nédchste Abschnitt handelt von planaren Graphen und vom Problem
der Realisierung elektrischer Netze. Im fiinften Abschnitt wird der Begriff
der Zuverlassigkeit von Kommunikationsnetzen mit Hilfe von Zusammen-
hangseigenschaften der den Netzen zugrunde liegenden Graphen bespro-
chen. Dann folgt ein Abschnitt {iber Rundreisen und Tourenplanung. Der
siebte Abschnitt befafst sich mit zuldssigen Farbungen von Graphen und mit
dem Vierfarbenproblem, er leitet tiber zur Diskussion von perfekten Gra-
phen. Im letzten Abschnitt wird schliefilich die Rolle der Graphentheorie
bei der Beschreibung molekularer Strukturen in der Chemie angedeutet und
der in der Einleitung erwéhnte Begriff der kombinatorischen Symmetrie er-
klart.

Graphen

Einfache Beispiele fiir Graphen finden wir bei der Betrachtung von dreidi-
mensionalen Polyedern, also beim Wiirfel, Quader, Tetraeder, Oktoeder, etc.
Ein Polyeder besitzt Ecken, Kanten und Flichen. Man denke an einen Wiirfel.
Die Menge der Ecken zusammen mit der Menge der Kanten bilden einen
Graphen, den man auch das Skelett des Polyeders nennt. In Abbildung 4.2a
sieht man das Skelett eines Wiirfels. Die Ecken tragen Nummern, die als
Namen verwendbar sind. Wir kénnen von der Ecke 1, der Ecke 2, usw. re-
den. Die Kanten verbinden solche Ecken, sie driicken die Moglichkeit aus,
auf dem Rand des Polyeders von einer Ecke ¢ direkt, das heifit ohne eine
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weitere Ecke, Kante oder Fldche zu treffen, nach einer Ecke j zu gelangen.
Offenbar ist diese Moglichkeit z.B. zwischen den Ecken 1 und 2, 1 und 4, 1
und 5, aber nicht zwischen den Ecken 1 und 3, 1 und 6, usw. vorhanden.
Die Gesamtheit dieser Moglichkeiten und Nicht-Mdéglichkeiten bildet eine
(abstrakte) Struktur auf der Eckenmenge, eben die Struktur des Wiirfels.

Bei der mathematischen Modellierung und Lésung von Problemen in nicht-
mathematischen Wissensbereichen (Physik, Chemie, Technik, Operations
Research, Psychologie, Soziologie, usw.) treten Polyeder auf, die viel kom-
plizierter sind als der Wiirfel oder die anderen oben angesprochenen Pla-
tonischen Korper. Erstens sind diese Polyeder meist hochdimensional, das
heifit man kann sie nur in einem hochdimensionalen abstrakten Raum den-
ken, und zweitens besitzen sie in der Regel sehr viele (tausende oder so-
gar hunderttausende und mehr) Ecken und Kanten. Der zu dem Polyeder
gehorende Graph, das heifst sein Skelett, ist demnach ebenfalls sehr grof.

Bei einem sogenannten Linearen Programm liegt die Beschreibung eines
Polyeders in Form eines linearen Ungleichungssystems vor. Die Ecken die-
ses Polyeders sind durch eine sogenannte Zielfunktion bewertet, wobei der
Wert einer Ecke eine lineare Funktion ihrer Koordinaten ist. Die Aufgabe
besteht darin, eine Ecke mit moglichst groflem Wert zu finden. Anhand der
Koordinaten kann man leicht erkennen, ob ein Raumpunkt eine Ecke des
vorliegenden Polyeders ist oder nicht. Anhand der Koordinaten einer Ecke
A kann man auch leicht die Koordinaten der Ecken bestimmen (durch ei-
ne Rechnung), die mit A durch eine Kante verbunden sind. Solche Ecken
nennt man Nachbarn von A. Ein klassisches Losungsverfahren fiir Lineare
Programme startet in einer Ecke des gegebenen Polyeders und berechnet ei-
ne Folge von “immer besseren” benachbarten Ecken, bis die “beste” Ecke
erreicht wurde. Man kann dieses Verfahren als eine Wanderung auf einem
Graphen (dem Skelett des Polyeders) betrachten. Solche Wanderungen auf
beliebigen Graphen, die moglicherweise nicht das Skelett eines Polyeders
sind, sind auch bei Losungsverfahren fiir zahlreiche andere Problemtypen
notwendig.

Das Wiirfelskelett besteht aus einer Eckenmenge V = {1,2,3,4,5,6,7,8}
und aus einer Menge von Kanten E. Wir schreiben [4, j] fiir eine Kante zwi-
schen den Ecken i und j. Auf diese Weise ergibt sich

E={[1,2],[1,4], [1,5],[2,3], [2,6]. [3,4],[3,7],[4,8], [5,6], 5, 8], [6, 7], [7, 8] }.
Dieser Sachverhalt ist charakterisierend fiir jeden Graphen. Man definiert:
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Ein Graph G besteht aus einer Eckenmenge V und einer Menge E von
Kanten zwischen diesen Ecken.

Damit wir mit diesen Mengen arbeiten (rechnen) kénnen, benétigen wir Na-
men fiir deren Elemente. Oft numeriert man die Menge V' einfach durch und
verwendet die Nummern als Namen fiir die Ecken. Statt Nummern kann
man nattirlich auch beliebige Buchstaben a, b, ¢, ..., oder indizierte Buch-
staben vi, v, vs, ..., verwenden. Sind n Ecken gegeben, so vereinbaren wir
daher oft V = {v1, va,...,v,}, oder einfacher V.= {1,2,...,n}. Statt “Ecke”
sagt man in der Graphentheorie auch “Knoten” und nennt V' dann die Kno-
tenmenge von G. Dies ist sogar die gebrduchlichere Bezeichnung, sie soll von
nun ab auch in diesen Ausfithrungen verwendet werden.

Kanten bezeichnen wir wie oben durch Angabe der Knoten, die sie ver-
binden, also je nach Wahl der Namen fiir die Knoten durch [4, j] oder [v;, v;].
Gibt es, was vorkommen kann, mehrere Kanten zwischen denselben Kno-
ten i und j, so unterscheiden wir diese durch Indizes, schreiben also [i, j]1,
[, 4]2, . .., etc. Oft ist die Beziehung zwischen den Knoten einer Menge, die
man mit Hilfe eines Graphen modellieren méchte, nicht symmetrisch. Dann
ist es notwendig, die Kanten zu orientieren. Von den zwei Knoten i und j,
zwischen denen eine orientierte Kante verlduft, ist dann einer der Anfangs-
knoten und einer der Endknoten. Statt orientierte Kante sagt man hédufiger
gerichtete Kante. Ein Graph mit gerichteten Kanten heifst auch gerichteter
Graph. Eine von i nach j gerichtete Kante bezeichnet man durch (i, j). Der
Zykel in Abbildung 4.1b (Farbabbildungen: S. 139) ist ein gerichteter Graph.

Jeder Graph 143t sich zeichnen. Dazu wéahlt man eine Zeichenebene und
dort fiir jeden Knoten i einen Punkt. Fiir jede Kante [4, j] zeichnet man ei-
ne Verbindungslinie zwischen den Punkten, welche die Knoten i und j re-
prasentieren. In Abbildung 4.2a ist das Wiirfelskelett gezeichnet. Da es bei
einem Graphen jedoch nur darauf ankommt, welche Knoten durch eine Kan-
te verbunden sind und welche nicht, ist es beim Zeichnen dieses Skeletts nicht
notwendig, die Wiirfelform anzudeuten. Die Zeichnung in Abbildung 4.2b
zeigt denselben Graphen. Diese Zeichnung hat den Vorteil, daf$ sich ihre
Kanten nirgends {iberschneiden. Wir sprechen daher von einer planaren Dar-
stellung des Wiirfelgraphen. SchliefSlich stellt auch die Zeichnung in Abbil-
dung 4.2c denselben Graph dar. Die drei Zeichnungen in Abbildung 4.2
sind also nur verschiedene Darstellungen eines einzigen Graphen, eben des
Wiirfelskeletts. Schliefilich sei erwihnt, dafs Kanten nicht unbedingt durch
gerade Linien dargestellt werden miissen, ein Bogen oder eine beliebige an-
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Abbildung 4.2.

dere stetige Kurve zwischen den Endknoten leistet dasselbe. In spéteren
Beispielen werden wir von dieser Moglichkeit Gebrauch machen.

Die Tatsache, dafs man Graphen “zeichnen” kann und man dadurch ei-
ne visuelle Vorstellung von der Sachlage, die man untersuchen will, erhilt,
hat viel dazu beigetragen, daf} die Theorie dieses mathematischen Modells,
eben die Graphentheorie, bis zu dem heutigen enormen Umfang ausgebaut
wurde. Wir haben gesehen, dafs ein Graph unterschiedliche Zeichnungen
zuldf8t. Je nach Art des Zieles, das man verfolgt, wird diese oder jene Zeich-
nung vorteilhafter (anschaulicher) sein. Die verschiedenen Moglichkeiten
bei der Darstellung eines Graphen durch ein Bild sind selbst ein wichtiger
Untersuchungsgegenstand. Zum Beispiel hat nicht jeder Graph eine pla-
nare Darstellung. Wir kommen zu diesem Sachverhalt in einem spéateren
Abschnitt zurtick.

Graphen, die man wie das Wiirfelskelett, in einer Ebene ohne Kan-
tentiberschneidung zeichnen kann, nennt man planare Graphen. Sie stellen
einen wichtigen Graphentyp dar. In der Informatik befafit man sich mit der
Frage, wie man planare Graphen moglichst schnell erkennen und unter Ein-
haltung von zahlreichen verschiedenen Nebenbedingungen zeichnen kann.

Die Hauptanwendungsbereiche der Graphentheorie sind Chemie, Physik,
Operations Research, und vor allem Informatik. In der Chemie werden
Graphen zum Studium von Molekiil- und Kristallstrukturen verwendet. In
der Biologie und in der Physik modelliert man Konfigurationsraume mit
Hilfe von (in der Regel sehr grofien und stark reguldren) Graphen. Die
Knoten dieser Graphen entsprechen dabei den Zustinden eines physika-
lischen oder biologischen Systems, die Kanten entsprechen den moglichen
Ubergéngen zwischen diesen Zustinden. Die Eigenschaften solcher Kon-
figurationsgraphen gestatten dann Riickschliisse auf die Art der physika-
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Abbildung 4.3.

lischen oder biologischen Vorgénge in den unter Untersuchung stehenden
Systemen. Im Rahmen des Operations Research werden Graphen zur Mo-
dellierung und Planung von industriellen Prozessen herangezogen. In der
Informatik benotigt man Graphen unter anderem bei der Untersuchung von
Rechnerarchitekturen und von Datenstrukturen, in der Bildverarbeitung,
bei der Analyse von Algorithmen und in vielen weiteren Teilbereichen.

Das Postbotenproblem

Zu den Anfiangen der Graphentheorie rechnet man gewohnlich die Formu-
lierung und Losung des sogenannten Konigsberger Briickenproblems durch
den beriihmten Mathematiker L. Euler! [Euler, 1736 (1741)]. In Abbil-
dung 4.3 ist schematisch der Lauf des Flusses Pregel durch die Stadt Kénigs-
berg angedeutet. Teile der Stadt liegen auf den zwei durch A und D mar-
kierten Inseln in der Pregel. Die anderen Stadtteile liegen auf den beiden
durch B und C markierten Ufern. Vier Briicken verbinden die beiden Ufer
mit der Insel A, zwei Briicken mit der Insel D. Ferner fiihrt eine Briicke von
A nachD.

Das Schema im Bild gibt den Zustand zur Zeit eines Aufenthaltes Eulers
in Konigsberg wieder. Eulers Frage war: Kann man einen Rundgang finden,
bei dem man von einem beliebigen Standpunkt (A, B, C oder D) aus jede der sieben
Briicken genau einmal tiberquert und dann zum Ausgangspunkt zuriickkehrt?
Wiéhrend einer Wanderung tiber die Briicken wechseln vier mogliche Po-
sitionen einander ab. Man kann sich im Stadteil A, B, C oder D befin-
den. Diese vier Positionen erkldren wir als die vier Knoten eines Graphen,
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Abbildung 4.4.

die wir durch dieselben vier Grofibuchstaben oder einfach auch die Num-
mern 1, 2, 3 und 4 unterscheiden. Wir verbinden zwei Knoten, wenn eine
Briicke die dadurch erfafiten Positionen verbindet. So entsteht der in Abbil-
dung 4.4a gezeichnete Graph. Da von A nach B und von A nach C jeweils
zwei Briicken fithren, enthélt dieser Graph je zwei Kanten zwischen 1 und
2 und 1 und 3. Das Eulersche Problem lautet dann: Kann man die Kanten des
Graphen in Abbildung 4.4a so anordnen, daf3 sie einen geschlossenen Weg durch
diesen Graphen bilden?

Die letzte Frage hat auch einen Sinn, wenn statt des Graphen aus Abbil-
dung 4.4a ein beliebiger anderer Graph vorliegt. Zur allgemeinen For-
mulierung des Eulerschen Problems und auch fiir spatere Zwecke fiihren
wir zunéchst einige notwendige Begriffe ein. Ein offener Kantenzug in ei-
nem Graphen ist eine Folge [z1, 2], [22,23],...,[Zr—1, 2] VvOn paarwei-
se verschiedenen Kanten, wobei je zwei aufeinander folgende Kanten
einen Knoten gemeinsam haben. Dabei sind zi,2,...,z; Knoten, die
nicht alle verschieden sein miissen. In Abbildung 4.5a ist der Kantenzug
[2,3],]3,5],[5,6],[6,4],[4, 3], [3, 1] enthalten. Hierist k = 7Tund 2y = 2,25 =
3,23 = 5,24 = 6,25 = 4,26 = 3,27 = 1. Sind alle z; verschieden, so heif$t
der Kantenzug ein Weg zwischen z; und zj. Ist 1 = z, so nennt man
den Kantenzug geschlossen. Sind nur z; und z;, gleich, alle anderen Knoten
aber paarweise verschieden, so heifit der Kantenzug ein Kreis. Wege und
Kreise sind wichtige, zur Beschreibung von Struktureigenschaften benotig-
te Teile eines Graphen. In Abbildung 4.5a findet man zum Beispiel den Weg
[3,5],[5,6],[6, 7] und den Kreis [1, 2], [2, 7], [7, 8], [8, 1]. Ein Graph heif3t zusam-
menhingend, wenn es in ihm zwischen je zwei Knoten mindestens einen Weg
gibt. Der Graph in Abbildung 4.5a ist offensichtlich zusammenhéngend.
Ein offener Kantenzug, der alle Kanten des Graphen (genau einmal)
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enthilt, heifst offene Eulersche Linie. Ein geschlossener Kantenzug mit die-
ser Eigenschaft heifSt geschlossene Eulersche Linie. Unter Verwendung dieser
Begriffe lautet nun die Verallgemeinerung des Konigsberger Briickenpro-
blems: Gegeben ein Graph G, bestimme, ob G eine geschlossene Eulersche Linie
hat oder nicht.

Graphen, die eine geschlossene Eulersche Linie besitzen, wurden bereits
von Euler charakterisiert. Ganz offensichtlich sind solche Graphen zusam-
menhingend. Geht man in einem Graph G eine vorhandene geschlossene
Eulersche Linie in der Reihenfolge ihrer Kanten ab, so kommt man dabei
in jedem Knoten genau so oft an, wie man davon abgeht. Da bei jeder An-
kunft und bei jedem Abgang eine neue Kante beniitzt wird, miissen in je-
dem Knoten eine gerade Anzahl von Kanten “anliegen”. Die Anzahl der
Kanten, die ein Ende in einem Knoten v haben, nennt man den Grad d(v)
dieses Knoten. Hat also G eine geschlossene Eulersche Linie, so ist fiir jeden
Knoten v dieses Graphen der Grad d(v) eine gerade Zahl. Fiir einen zusam-
menhédngenden Graphen erweist sich diese notwendige Bedingung auch als
hinreichend. Somit kénnen wir das Eulersche Ergebnis so formulieren: Ein
zusammenhingender Graph hat genau dann mindestens eine geschlossene Euler-
sche Linie, wenn alle seine Knotengrade gerade sind.

Der Graph in Abbildung 4.4a ist zusammenhéangend, er erfiillt aber nicht
die Knotengradbedingung. Das Konigsberger Briickenproblem ist also mit
“Nein” zu beantworten. Es gibt mehrere Moglichkeiten, dieses “Nein” in
“Ja” zu verwandeln. Zum Beispiel konnte man die Briicke zwischen den
beiden Inseln (die Kante [1, 4]) entfernen, und dafiir die beiden Ufer B und C
direkt durch eine Briicke verbinden (die Kante [2, 3] einfiihren). Der Graph
in Abbildung 4.4a geht dabei tiber in den Graph in Abbildung 4.4b, der die
Knotengradbedingung erfiillt. Der Leser wird selber leicht eine geschlosse-
ne Eulersche Linie in diesem neuen Graphen finden.

Betrachten wir nun nochmals den Graph in Abbildung 4.5a. Man nehme an,
daf3 die Kanten dieses Graphen ein System von Strafienziigen modellieren,
das ein Postbote in einem Rundgang zu bedienen hat. Die Knoten bedeuten
in diesem Graphen Straienkreuzungen, also Punkte des Strafiensystems, in
denen man von einer Strafie in eine andere wechseln kann. Ein Postbote
mochte seinen Rundgang sicher so planen, dafy er von einem festen An-
fangspunkt ausgehend moglichst wenig Wegstrecken mehrmals (vor und
zurtick) zu gehen hat und dann wieder zum Ausgangspunkt zurtickkommt.
Ideal wére natiirlich, wenn er tiberhaupt keine Wegstrecke mehrfach bege-
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Abbildung 4.5.

hen miifste. Ist so ein Rundgang moglich? Der Graph in diesem Beispiel ist
zusammenhédngend und alle Knotengrade sind gerade. Daher besitzt er ge-
schlossene Eulersche Linien. Eine davon ist in Abbildung 4.5b angedeutet.

In der Realitdt findet man natiirlich auch Strafiensysteme vor, deren Mo-
dellgraph nicht die Gradbedingung erfiillt. Dann existiert kein Rundgang,
bei dem man jede Strafse genau einmal abgeht. Will man trotzdem einen
Rundgang durchfiihren, so mufs man also zulassen, dafd eine oder mehrere
Straflen doppelt oder sogar mehrfach zu begehen sind. Man wird dann sei-
nen Rundgang eben so planen, daff moglichst wenig Wiederholungen vor-
kommen. In der Sprache der Graphentheorie lautet das Planungsproblem
dann so: Zu einem gegebenen zusammenhingenden Graphen finde man einen ge-
schlossenen Kantenzug aus moglichst wenig Kanten, der aber jede Kante minde-
stens einmal enthilt. Dieses Problem heifst das Postbotenproblem. Es ist eines
der Grundprobleme aus einem Problembereich, den man unter dem Titel
Tourenplanung zusammenfaft.

Elektrische Netze

Auch einem elektrischen Netz ldfit sich ein Graph zuordnen, mit dessen
Hilfe die im Netz moglichen Strome auf einfache Weise ermittelt werden
konnen. Als Knoten dieses Graphen treten auf: die Pole der vorhandenen
Spannungsquellen, die Erdungspunkte und die Netzpunkte, an denen eine
Stromverzweigung stattfinden kann. Jeder Spannungsquelle wird eine von
+ nach - gerichtete Kante zugeordnet. Ferner wird jedem stromfiihrenden
Zweig des Netzes eine in Stromrichtung orientierte Kante zugeordnet. Ab-
bildung 4.6a zeigt ein einfaches elektrisches Netz, Abbildung 4.6b dessen
gerichteten Graph.

Jeder stromfiihrende Zweig des Netzes stellt einen Widerstand dar.
Strom, Spannung und Widerstdnde stehen zueinander in einer Relation,
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Abbildung 4.6.

die durch das Ohmsche Gesetz ausgedriickt wird. Auflerdem gehorchen
die Strome in den einzelnen Zweigen des Netzes Regeln, die durch lineare
Gleichungen ausgedriickt werden. Man nennt diese die Kirchhoff'schen
Regeln.? Es sei G = (V, E) der das elektrische Netz modellierende Graph
und V ={1,2,...,n}. Fur (i, j) € E seiI(i,j) der Strom, der die Kante (i, j)
in Richtung von ¢ nach j durchfliefit. Die Kirchhoff’schen Regeln sind:

Knotenregel: Fiir jeden Knoten i gilt

> I(,4) - Z 1(j,i) =0,

j:(i,))EE j:(j,i)EE
das heifst in jedem Knoten i fliefst dieselbe Stromgrofie zu wie ab.

Maschenregel: Fiir einen Kreis C des Graphen, den man sich im Uhrzeiger-
sinn durchlaufen denke, vereinbare man ein “Vorzeichen” €(i, j) einer Kante
(4,7) zu +1, wenn die Kante in Kreisrichtung liegt, und zu -1, wenn sie ent-
gegengesetzt dazu liegt. Zum Beispiel enthdlt der Kreis [1, 2],[2,4],[4,1] in
Abbildung 4.6b die gerichteten Kanten (1,2) und (2,4) in seiner Richtung,
die Kante (1,4) aber in Gegenrichtung. Daher ist €(1,2) = ¢(2,4) = 1 und
€(1,4) = —1. Die zweite Kirchhoff’sche Regel besagt, daf fiir jeden Kreis C'
von G
Z €(i, j)I(i,7) =0,
(i,5)€C

das heif$t lings jeden Kreises ist die Summe der Strome, mit dem richtigen
Vorzeichen versehen, gleich Null.
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Abbildung 4.7.

Der Graph in Abbildung 4.6b ist gerichtet. Die Begriffe “Weg” und “Kreis”,
die in Rahmen des Eulerschen Problems eingefiihrt wurden, haben jedoch
auch in gerichteten Graphen ihren Sinn. Man bildet Wege oder Kreise in
gerichteten Graphen wie in ungerichteten, indem man einfach die Kanten-
richtung ignoriert.

Enthilt ein zusammenhéingender Graph einen Kreis C, so kann man den
Zusammenhang nicht dadurch verlieren, dafs man eine Kante [¢, j] von C
wegldlt. Denn jeder Weg, der diese Kante beniitzt, kann zu einem Weg
zwischen denselben Knoten verdndert werden, indem man andere Kanten
von C verwendet (man kann von ¢ nach j statt iiber [i, j] auf dem restlichen
Teil des Kreises C gelangen).

Nun sei G = (V, E) ein beliebiger zusammenhéangender Graph. Man ent-
ferne eine beliebige Kante eines Kreises von G. Hat der restliche Graph noch
einen Kreis, so entferne man eine beliebige Kante davon. Diesen Prozef set-
ze man solange fort, bis man zu einem (immer noch zusammenhédngenden)
Graph T = (V, Er) gelangt, der keinen Kreis mehr enthilt. Einen derartigen
Graph nennt man einen Baum. Da T alle Knoten von G und eine Kanten-
menge Er C FE besitzt, heifst T' auch spannender Baum von G.

Die verschiedenen spannenden Baume des Graphen in Abbildung 4.6b
sind in Abbildung 4.7 zu sehen.

Von R. Kirchhoff [Kirchhoff, 1847] stammt die Beobachtung, daf alle Strom-
groflen in einem elektrischen Netz durch eine sehr einfache Rechnung er-
mittelt werden kénnen, sobald man die Strome in den Zweigen eines span-
nenden Baumes kennt. In der Tat, es sei 1" so ein spannender Baum und
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I(i,7) sei bekannt fiir alle Kanten (i,5) von T'. Ferner sei (u,v) die letzte
Kante, die bei der Ermittlung von T entfernt wurde und C' der Kreis, den
sie geschlossen hat. Dann gilt auf Grund der Maschenregel

> e 4)I,5) =0,

(¢,4)€C

also

I(U,U) = _Z e(i’j) I(Zaj)a

e(u,v)

wobei tiber alle (i, j) € C, (i,5) # (u,v) zu summieren ist. Genauso kann
man die Stromgrofle auf der vorletzten entfernten Kante aus den Strom-
grofien des Kreises, den sie geschlossen hat, berechnen, da dort bereits alle
Grofien bekannt sind. So fortfahrend, in der umgekehrten Reihenfolge des
Entfernens von Kanten, kann man alle noch unbekannten StromgrofSen er-
mitteln.

In dem Beispiel von Abbildung 4.6 gilt, wenn wir zum Beispiel den drit-
ten spannenden Baum verwenden:

I(1,2) = —1(2,3) — I(3,4) + I(1,4), 1(2,4) = —1(2,3) — I(3,4).

Der hier beschriebene Sachverhalt ist wichtig bei der Behandlung von elek-
trischen Netzwerken. Er gestattet eine vorteilhafte Verwendung graphen-
theoretischer Begriffe und Methoden zur Synthese und Analyse von elektri-
schen Netzwerken. Fiir eine detaillierte Einfithrung in diesen Problemkreis
sei der Leser auf [Chen, 1971] verwiesen.

Der Begriff “Baum” ist einer der wichtigsten graphentheoretischen Begrif-
fe tiberhaupt, das heifit Biume bilden einen der wichtigsten Graphentypen.
Bédume treten bei der Behandlung verschiedenster Problembereiche auf, sei
es bei der Modellierung von Alkanen (Kohlenwasserstoffen), im Umgang
mit Grammatiken fiir Computersprachen, als Datenstrukturen, bei der Op-
timierung von Kommunikationsnetzwerken, und in vielen anderen Berei-
chen.

Der Leser betrachte nun Abbildung 4.8. Mit jedem der Graphen in den bei-
den Bildteilen ist ein mathematisches Problem verkniipft. Die beiden Pro-
bleme erscheinen zunéchst zusammenhangslos. In Wirklichkeit kann man
zeigen, daf$ beide Probleme insofern gleich sind, als sie dieselbe (eindeutige)
Losung besitzen.
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Betrachten wir zuerst das linke Bild. Seine Knoten sollen Positionen in
einem Strafiennetz darstellen, die Kanten Strafien. Wir nehmen an, in die-
sem Netz hilt sich in irgendeinem Knoten ein Fliichtling auf, der versucht,
der Polizei zu entkommen. Ist er in einem der nicht-markierten Punkte, so
wdhlt er mangels an Ortskenntnissen eine der vier hier einmiindenden Stra-
Ben mit gleicher Wahrscheinlichkeit § zur Fortsetzung seiner Flucht aus (er
weif nicht, welcher Weg giinstig ist). Erreicht er einen der mit P markierten
Punkte, so schnappt ihn die Polizei. Erreicht er aber einen der mit £ mar-
kierten Punkte, so kann er das Netz verlassen und entkommt. Was ist nun
seine Wahrscheinlichkeit fiir ein Entkommen, wenn der Fliichtling sich zu
Beginn der Flucht im Knoten z befindet? (Dabei sei x ein beliebiger Knoten
des Strafsennetzes.)

Wir erkennen rasch folgenden Sachverhalt. Es sei w(z) die Wahrschein-
lichkeit fiir ein Entkommen, wenn die Flucht in z beginnt. Offenbar ist
w(z) = 0, wenn z durch P markiert ist, und w(z) = 1, wenn z durch E
markiert ist. Zu berechnen sind daher nur die tibrigen Werte von w(z). Fiir
einen unmarkierten Knoten z sei N(z) die Menge seiner Nachbarn. Von z
aus kann der Fliichtling zu einem seiner Nachbarn y gehen und dort sei-
ne Flucht fortsetzen, wobei er dann mit Wahrscheinlichkeit w(y) entkommt.
Da er y mit Wahrscheinlichkeit % auswdhlt, hat diese Moglichkeit zu ent-
kommen die Wahrscheinlichkeit #. Somit ist, wenn y1, yo2, Y3, ys4 die vier
Nachbarn von z sind

w(z) = 7lwoln) +w@) + o) +oE) =7 Y w)
yEN(z)

Betrachten wir nun das rechte Bild. Es ist der Graph eines elektrischen
Netzes. Dieser Graph unterscheidet sich von dem im linken Bild durch
das Vorhandensein der dicken Kanten. Diese deuten an, daf$ die von ihnen
beriihrten Punkte “kurz geschlossen” sind. Der untere Bereich ist geerdet.
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Er erfafit die im linken Abbildung durch P markierten Knoten. Diese sind
hier auf Potential 0 gesetzt. Eine Spannungsquelle setzt die Knoten auf dem
oberen Rand auf Potential 1. Diese Knoten entsprechen links den durch E
markierten Knoten. Alle Widerstinde R in den diinn gezeichneten Zweigen
des Netzes seien identisch gleich 1. Die Strome in den Zweigen des Netzes
kann man mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes I = % durch die Spannung
U beschreiben. Die Spannung U zwischen den Knoten = und y des Netzes
148t sich als Potentialdifferenz P(z) — P(y) einer auf der Knotenmenge V'
definierten Potentialfunktion P ermitteln. Wir wissen bereits, da8 P(x) = 0,
wenn z ein (geerdeter) unterer Randknoten ist, und daff P(z) = 1, wenn
x ein oberer Randknoten ist. Fiir jeden anderen Knoten z gilt, wenn sei-
ne Nachbarn wieder durch y1,y2, y3, y4 bezeichnet werden, auf Grund der
Kirchhoff’schen Knotenregel (da R = 1 angenommen wurde)

(P(y1) — P(2)) + (P(y2) — P(2)) + (P(ys) — P(x)) + (P(ya) — P(x)) = 0.

Daraus folgt

P(z) = 11(Pl) + Plw) + Plys) + Plus)] = iygvj(x)my).

Man erkennt daher: Die Bedingungen fiir die Festlegung der Funktionen
w und P sind identisch. Jede Losung fiir P ist auch eine Losung fiir w, und
umgekehrt.

Was sind nun diese Bedingungen, denen w und P gentigen. Wir bezeich-
nen die markierten Knoten im linken Teil von Abbildung 4.8 und die ent-
sprechenden Knoten im rechten Bildteil als Randknoten, die tibrigen Knoten
als innere Knoten. Dann kénnen wir formulieren: Jeder Funktionswert (von
w und auch von P) an einem inneren Knoten z ist gleich dem arithmeti-
schen Mittel der Funktionswerte auf der Menge der Nachbarn von z, und
die Funktionswerte auf den Randknoten sind gegeben. Jede Funktion mit
diesen Eigenschaften auf der Knotenmenge V' eines Graphen, die in innere
Knoten und in Randknoten unterteilt ist, heifst harmonische Funktion. Von
den Randknoten in unserem Beispiel wird folgende Bedingung erfiillt: Ent-
fernt man in jedem Bildteil die Randknoten, so bleibt der restliche Graph
zusammenhédngend. Ferner hat jeder Randknoten mindestens einen inne-
ren Knoten als Nachbarn. Man kann zeigen, dafl unter dieser Bedingung zu
gegebenen Funktionswerten auf dem Rand genau eine harmonische Funk-
tion existiert. Es ist also in unserem Beispiel w(x) = P(z) fiir alle Knoten z.
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In der ersten Fassung des obigen Problems vollzieht der Fliichtling eine
Wanderung durch einen Graphen G von Knoten zu Knoten, wobei in jeder
Position x der ndchste Knoten gleichwahrscheinlich unter den Nachbarn
von z ausgewdhlt wird. Eine solche Wanderung nennt man eine Zufalls-
wanderung (Random Walk) auf dem Graphen G. Bei einer Zufallswanderung
muf$ die Auswahl des jeweils ndchsten Knoten nicht unbedingt gleichwahr-
scheinlich erfolgen. Statt dessen konnte man auch eine andere Wahrschein-
lichkeitsverteilung verwenden. Aber auch dann liefle sich dem Problem ein
analoges Problem in einem elektrischen Netzwerk zuordnen. Nur miifte
man dann in diesem Netzwerk die Widerstdnde ebenfalls je nach Kante un-
terschiedlich wihlen. Eine leicht lesbare Einfithrung in diesen Problemkreis
findet man in [Doyle und Snell, 1984].

Die Tatsache, dafs sich ein kombinatorisches Problem, namlich die Ermitt-
lung von Wahrscheinlichkeiten, durch Behandlung eines physikalischen
Problems, die Ermittlung der Potentialverteilung in einem elektrischen
Netz, 16sen ldfst, ist nur bei erster Begegnung mit solchen Sachverhalten
verbliiffend. Es gibt in der Mathematik viele andere Sachverhalte dhnli-
cher Natur. Auf der Moglichkeit, mathematische Probleme durch analoge
physikalische Probleme (meist Probleme aus der Mechanik oder der Elek-
trizitdtslehre) zu ersetzen, beruhen die sogenannten Analogrechner.

Planare Graphen

Elektrische Netze, die wir nach den Ausfithrungen im letzten Abschnitt als
Graphen betrachten konnen, konnen auf verschiedenste Arten physikalisch
realisiert werden. Dabei ist gemeint, dafy die rdumliche Anordnung der
Netzelemente (Knoten und Kanten) sehr verschieden gewahlt werden kann.
Es wurde schon am Anfang dieses Aufsatzes darauf hingewiesen, dafs ein
Graph auf viele verschiedene Arten gezeichnet werden kann. Eine Zeich-
nung erfolgt in einer Ebene. Will man ein elektrisches Netz in einer Ebene
realisieren, so muf3 es moglich sein, die Kanten seines Graphen ohne Uber-
schneidungen zu zeichnen. Der Graph muf$ daher planar sein. Wann ist
nun ein Graph planar?

Betrachten wir den linken oberen Teil von Abbildung 4.9. Dies ist ein
Graph mit 6 Knoten und neun Kanten. In dem unteren Bildteil ist der Ver-
such demonstriert, diesen Graphen ohne Kantentiberschneidungen (planar)
zu zeichnen. Kann man diesen Graphen planar zeichnen, so kann man ihn
auch planar zeichnen, indem man die Kanten beliebig anordnet und dann
Kante fiir Kante in der gewidhlten Anordnung eintrdgt. In unserem Beispiel
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Abbildung 4.9.

kann man daher zuerst den Kreis [1, 6], [6, 2], [2, 5], [3, 3], [3, 4], [4, 1] und dann
die Kanten [1,5],[2,4],[3,6] zeichnen. Die beiden Kanten [1,5] und [2,4]
kann man nicht auf derselben Seite des Kreises tiberschneidungsfrei zeich-
nen. Also muff eine innen und eine aufien gezeichnet werden. Die letzte
Kante [6, 3] mufl dann ebenfalls entweder innen oder aufien gezeichnet wer-
den. Wie man an der Figur erkennt, schneidet sie aber stets eine der beiden
vorher gezeichneten Kanten.

Der erste Graph von Abbildung 4.9, der allgemein mit dem Namen K3 3
bezeichnet wird, kann also nicht planar gezeichnet werden. Mit Hilfe einer
analogen Betrachtung finden wir, dafy auch der Graph daneben, der den Na-
men K tragt, nicht planar gezeichnet werden kann. Der Buchstabe “K” be-
deutet einen vollstindigen Graphen, der Index bei K gibt an, wieviele Knoten
er hat. K ist also ein Graph mit fiinf Knoten, in dem alle moglichen Kan-
ten zwischen verschiedenen Knoten vorkommen. K3 3 ist ein sogenannter
vollstindiger bipartiter Graph, in dem die Knoten in zwei Klassen von je drei
Knoten unterteilt wurden, wobei Kanten nur zwischen Knoten verschiede-
ner Klassen vorhanden sind, von denen aber alle.

K3 3 und K; sind also nicht-planare Graphen. Wenn ein Graph planar
ist, dann darf er natiirlich keinen dieser beiden Graphen als einen Teil (wir
sagen auch als Untergraph) enthalten. Ferner beobachten wir, daf$ wenn
z.B. K5 nicht tiberschneidungsfrei gezeichnet werden kann, dies natiirlich
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auch fiir den Graph in Abbildung 4.9 rechts unten gilt, der aus dem Kj
entsteht, wenn man in dessen Kanten neue Knoten hinzufiigt. Ein Graph
G', der aus einem Graph G durch Einfiigen von weiteren Knoten in seinen
Kanten entsteht, wodurch diese Kanten unterteilt werden, heif$t eine Unter-
teilung von G. Eine notwendige Bedingung dafiir, daf8 ein Graph planar ist,
ist also, daf3 er keine Unterteilung eines der Graphen K3 5 oder K5 enthilt.
Diese Bedingung ist aber auch hinreichend, was man nicht mehr so einfach
zeigen kann. Zusammenfassend erhalten wir so das sogenannte Theorem von
Kuratowski* [Kuratowski, 1930]:

Ein Graph G ist genau dann planar, wenn er keine Unterteilung eines
der Graphen K3 3 oder K5 enthiilt.

Man betrachte Abbildung 4.10. Es zeigt einen kleinen Teil einer Verdrah-
tungsebene des Speichers einer Transputeranlage, die real existiert und als
Rechner eingesetzt ist. Man erkennt, daf8 alle Verbindungen von Kno-
ten {iberschneidungsfrei gezeichnet sind. In manchen Knoten endet keine
Kante, die Verbindungen zu diesen Knoten werden in einer anderen Ebe-
ne, die von der hier gezeigten raumlich getrennt und elektrisch isoliert ist,
gefiihrt. Insgesamt enthélt der Speicher vier verschiedene Verdrahtungsebe-
nen, in denen alle notwendigen elektrischen Leitungen tiberschneidungsfrei
gefiihrt werden konnen. Der Graph G = (V, E), um den es sich hier han-
delt, ist nicht planar. Aber man kann seine Kantenmenge so in vier Teile
E., Es, E3, E4 zerlegen, daf8 jeder der Graphen G; = (V, E;), i = 1,2,3,4,
planar ist. Wir sagen daher, man kann diesen Graphen in vier Ebenen tiber-
schneidungsfrei zeichnen.

Wenn man geniigend Ebenen zu Hilfe nimmt, kann man jeden Graph
tiberschneidungsfrei zeichnen. Man ordne dazu die Knoten lings einer
beliebigen Geraden ¢ im Raum an und verwende z.B. fiir jede Kante ei-
ne eigene Ebene durch G, in der man die Kante dann ungehindert von
den tiibrigen Kanten zeichnen kann. Aus technischen und 6konomischen
Griinden moéchte man bei der Realisierung eines elektrischen Netzes aber
mit moglichst wenig Ebenen auskommen, oder wenigstens mit einer vorge-
gebenen Anzahl k von Ebenen, die in der Regel viel kleiner als die Zahl der
Kanten ist. Anstelle des Problems Kann man G in einer Ebene zeichnen? liegt
dann also das etwas allgemeinere Problem Kann man G in k Ebenen zeichnen?
vor, wobei k eine gegebene natiirliche Zahl ist. Man ist versucht, die zweite
Fragestellung als “leichter” zu bewerten? Das ist aber ein Irrtum. Gera-
de das Gegenteil ist der Fall, und zwar in dem folgenden Sinn. Wir kennen
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heute Rechenmethoden, die es (unter Verwendung eines Computers) gestat-
ten, sehr schnell zu entscheiden, ob ein Graph planar ist oder nicht. Aber
wir kennen bisher keine Methode, die es bei allen Graphen G und bei allen
vorgegebenen Zahlen k erlauben wiirde, ebenso schnell die zweite Frage
zu beantworten, wenn die erste Frage mit “Nein” beantwortet wurde. Fiir
die Beantwortung der ersten Frage existiert ein Algorithmus, der fiir einen
Graph mit n Knoten die Antwort in einer Zeit liefert, die proportional zur
Knotenanzahl n ist, wiahrend wir bisher fiir die Beantwortung der zweiten
Frage nur Algorithmen kennen, deren Zeitbedarf exponentiell mit der Kno-
tenzahl n anwéchst. (Der erste Problemtyp ist daher polynomial, der zweite
ist NP-vollstindig. Es handelt sich hierbei um Begriffe aus der sogenannten
Komplexitidtstheorie. Eine Einfithrung in die Komplexitédtstheorie gibt das
Buch [Garey und Johnson, 1979].)

Bei einer weiteren Moglichkeit, ein nicht-planares elektrisches Netz zu rea-
lisieren, erfolgt die Verdrahtung doch in einer einzigen Ebene, indem man,
wenn Uberschneidungen notwendig sind, Briicken verwendet (das heifit ei-
ne der Leitungen wird mit Hilfe einer Briicke von der unten liegenden iso-
liert). Aus technischen und organisatorischen Griinden soll aber die An-
zahl der zu verwendenden Briicken gering sein, soll also eine Hochstan-
zahl k nicht tibertreffen. Damit treffen wir auf das Problem Kann man G
mit hichstens k Uberschneidungen in einer Ebene zeichnen?. Auch das ist ein
NP-vollstandiger Problemtyp.

Die minimale Anzahl von Uberschneidungen, die notwendig ist, damit
man G in einer Ebene zeichnen kann, heiflt die Uberschneidungszahl von
G (Crossing number). Ihre Bestimmung ist ein schwieriges graphentheore-
tisches Problem.

Zusammenhang und Zuverlissigkeit

Graphen dienen auch als Modelle fiir Netze, in denen statt elektrischen
Stroms eine andere Substanz transportiert wird. Das kann ein Stralennetz
sein, in dem der Verkehr fliefit, oder ein Leitungssystem zur zentralen Ver-
sorgung von Verbrauchern mit Gas oder Heizol, oder ein Kommunikations-
netz, in dem Information (iiber ein geeignetes Medium) transportiert wird.

In Abbildung 4.11 (Farbabbildungen: S. 139) ist ein solches Kommunikati-
onsnetz dargestellt, das real existiert, oder besser gesagt, in dieser Form real
existiert hat. Heute ist dieses Netz bereits weit grofler. Es handelt sich um
ein Computernetz, mit dessen Hilfe weltweit Informationen ausgetauscht
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werden konnen. Die Urform dieses Netzes bestand aus vier Knoten und
wurde 1966 vom Verteidigungsministerium der USA in Auftrag gegeben.
Abbildung 4.11 (Farbabbildungen: S. 139) zeigt die Ausbaustufe von etwa
1979. Im Jahre 1989 erfafste dieses Netz, urspriinglich ARPA genannt, an
die 30.000 Knoten. Heute ist es allgemein unter dem Namen INTERNET
bekannt und erfafit hunderttausende Knoten verteilt {iber die gesamte Erd-
kugel.

Im Zusammenhang mit der Planung, Errichtung und Aufrechterhaltung
von solchen Netzen treten zahlreiche Fragen auf, die mit Hilfe von graphen-
theoretischen Methoden zu bearbeiten sind. Die Leistung eines Netzes wird
gemessen an seiner Kapazitdt. Wieviel kann man gleichzeitig von Punkt
A nach Punkt B transportieren? Wenn alle Leitungen (Kanten) gleiche Ka-
pazitdt besitzen und alle Rechner (Knoten) dieselbe Leistungsstdrke haben,
so hédngt die Antwort dieser Frage nur von der Struktur des Graphen ab,
die es zu erfassen gilt. Eine andere Frage ist: Wie zuverldssig arbeitet ein
Netz? Netzteile konnen ausfallen, dadurch kénnen zwischen gewissen Kno-
tenpaaren Verbindungen unmoglich werden. Unter der Zuverlissigkeit eines
Netzes versteht man die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf$ alle Knotenpaare des
Netzes durch einen Weg verbunden sind. Da ein Netz aus vielen einzelnen
Bauteilen (Rechnern, Leitungen) besteht, ist seine Zuverldssigkeit meist eine
sehr komplizierte Funktion der Zuverlassigkeiten seiner Bauteile. Unter der
Zuverldssigkeit eines Bauteiles versteht man die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daf3 dieses Teil intakt ist.

Zuverldssigkeitsfragen bei Netzen sind eng mit Zusammenhangsfragen
in dem zugehorigen Modellgraph verkniipft. Die Wahrscheinlichkeit fiir die
Intaktheit eines gewissen Bauteiles duflert sich dann als Wahrscheinlichkeit
fiir das Vorhandensein eines gewissen Knotens oder einer gewissen Kante.
Der Ausfall einer Kante kann einen Weg zwischen gewissen Knoten a und b
zerstoren. Die Verbindung im Graphen bleibt erhalten, wenn es einen wei-
teren Weg gibt, der die entnommene Kante nicht benutzt. Genauso kann der
Ausfall von Knoten Wege zwischen a und b zerstoren.

Es sei nun G ein beliebiger zusammenhéingender Graph und a und b sei-
en zwei seiner Knoten. Dann enthélt G mindestens einen Weg zwischen
a und b. Wir fragen nun nach der minimalen Anzahl von Knoten, die man
aus G (samt den in ihnen anliegenden Kanten) entfernen muf3, damit in dem
verbleibenden Graph keine Verbindung zwischen a und b mehr méglich ist.
Diese Anzahl nennt man die Trennungszahl 7(a,b) von G fiir das Knoten-
paar a,b. Das Minimum dieser Zahlen, genommen tiber alle Knotenpaare
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von G, die nicht direkt durch eine Kante verbunden sind, nennt man die
Trennungszahl 7 von G. Diese Grofe ist ein strukturbezogenes Zuverldssig-
keitsmerkmal. Intuitiv wiirden wir vermuten, daff der Graph (das Netz)
umso zuverldssiger ist, je mehr man zerstéren muf3, um zwischen zwei Kno-
ten alle Wege zu unterbinden. Der Zusammenhang mit der vorhin als Wahr-
scheinlichkeit eingefiihrten Zuverlassigkeit ist jedoch komplizierter. Eine
Einfithrung in diesen Problembereich findet man in [Colbourn, 1984].

Zwei Wege zwischen denselben Knoten a und b in einem Graph G nennt
man kreuzungsfrei, wenn sie aufler a und b keine weiteren Knoten gemein-
sam haben. In Abbildung 4.12 (Farbabbildungen: S. 140) ist links ein kleiner
Graph und daneben zwei verschiedene Auswahlen von je zwei kreuzungs-
freien Wegen zwischen a und b zu sehen. Die maximale Anzahl von kreu-
zungsfreien Wegen zwischen a und b heifit die Zusammenhangszahl j1c(a, b)
von G fiir das Knotenpaar a,b. Die Minimum dieser Zusammenhangszah-
len, genommen tiber alle nicht durch eine Kante verbundenen Knotenpaare
von G, heift die Zusammenhangszahl pg von G.

Entnimmt man in Abbildung 4.12 (Farbabbildungen: S. 140) die durch ein
Késtchen markierten Knoten, so zerféllt der Graph in zwei Teile. Die Knoten
a und b sind nicht mehr verbunden.

Es ist klar, daf man in jedem Graph G, um jede Verbindung zwischen
zwei Knoten a und b zu zerstéren, auf jedem Weg einer Auswahl von
1 (a, b) kreuzungsfreien Wegen mindestens einen Knoten entnehmen mufs.
Damit gilt ug(a,b) < 1g(a,b), und daher auch pe < 7¢. Nicht so leicht
einzusehen ist, dafs auch die umgekehrten Ungleichungen gelten und somit
der folgende, fiir die Behandlung von Zusammenhangsfragen grundlegen-
de Satz gilt:

Menger’scher’ Graphensatz [Menger, 1927]: In jedem Graph G
gQilt fiir jedes Paar von Knoten a und b, die nicht durch eine Kante
verbunden sind, daf§ i (a,b) = 7¢(a,b).

Untersucht man die Zerstérbarkeit von Verbindungen in einem Graph
durch Entfernen von Kanten statt durch Entfernen von Knoten, so kommt
man zu dhnlichen Begriffen und Sachverhalten.

Rundreisen

Der Pfortner einer Industrieanlage soll tdglich nach Arbeitsschlufs einen
Rundgang durch die Anlage machen und noch unversperrte Tore absper-
ren. Der Graph in Abbildung 4.13a (Farbabbildungen: S. 140) beschreibt
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einen schematischen Plan der Anlage. Der Pfortner befindet sich tagsiiber
an der Pforte, die durch den grofien Knoten A ganz unten dargestellt ist. Die
tibrigen Knoten stellen die zu tiberpriifenden Tore dar. Jede Kante reprasen-
tiert einen der im Geldnde moglichen Wege zwischen den Toren selbst oder
zwischen den Toren und der Pforte und ist mit einer Zahl markiert, die an-
gibt, wieviel Minuten man fiir seine Zuriicklegung benétigt. Der Pfortner
kann die Anlage nur tiber die Pforte verlassen. Er mufs also vom Punkt
A aus den Rundgang beginnen und dort wieder enden. Der Arbeitgeber
veranschlagt fiir die Durchfithrung des Rundganges eine halbe Stunde. Ist
diese Zeit ausreichend?

Zur Unterstiitzung der Leser bei der Beantwortung dieser Frage ist in
Abbildung 4.13b (Farbabbildungen: S. 140) ein moglicher Rundgang durch
griine Linien angedeutet. Fiir seine Durchfiithrung benétigt man laut Anga-
ben an den Kanten 36 Minuten. Bedenkt man, da8 die Uberpriifung und
eventuelle Absperrung eines Tores zusatzliche Zeit erfordert, so ergibt sich
die Folgerung, daf} ein halber Stundenlohn fiir diese Aufgabe nicht aus-
reicht. Aber ist der vorgeschlagene Rundgang auch der kiirzeste?

Was im letzten Teilabschnitt angesprochen wurde, ist ein sogenanntes Rund-
reiseproblem. Zu einem Rundreiseproblem gehort ein zusammenhéngender
Graph mit einer Kantenbewertung. Diese ordnet jeder Kante eine positi-
ve Zahl als Wert (Lange, Zeitdauer, Fahrtkosten) zu. Gesucht ist dann eine
Rundreise durch den Graphen, das heifst ein Kreis, der alle Knoten genau
einmal enthélt. Einen solchen Kreis nennt man auch Hamilton'schen Kreis. ©

Aus den Werten der zur Bildung des Kreises benutzten Kanten erhdlt man
durch Aufsummieren den Gesamtwert der Rundreise. Wie im obigen Bei-
spiel mochte man meist die Rundreise so wahlen, daf} dieser Gesamtwert
moglichst klein ausfallt.

Der Problemtyp Rundreiseproblem ist einer der Grundtypen von Proble-
men aus der sogenannten Kombinatorischen Optimierung. Dieser Typ hat
zahlreiche fiir die Anwendung wichtige Varianten. Als Anwendungen
treten hauptsdchlich Probleme bei industriellen Fertigungsprozessen auf
(zum Beispiel giinstige Fiihrung eines Roboterarms bei Bearbeitung ei-
nes Werkstiickes). Eine Ubersicht iiber diesen Problemkreis findet man in
[Lawler et al., 1985].

Nicht jeder Graph besitzt einen Hamilton’schen Kreis. Es gibt zahlreiche
notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines solchen
Kreises. Zum Beispiel mufs u > 2 gelten, denn wenn alle Knoten auf einem
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Kreis liegen, dann gibt es zu je zwei nicht durch eine Kante verbundenen
Knoten mindestens zwei kreuzungsfreie verbindende Wege, namlich die
beiden Kreisbogen, in die der Hamilton’sche Kreis durch die beiden Kno-
ten zerlegt wird. Eine hinreichende Bedingung ist z.B., daf8 jeder Knoten
v einen Grad d(v) > % (n die Knotenzahl) besitzt. Jedoch ist bisher kei-
ne notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Hamil-
ton’sches Kreises bekannt, die sich mit geringem Zeitaufwand, das heif3t ei-
nem Zeitaufwand, der mit der Knotenzahl nur polynomial anwdéchst, tiber-
priifen liefSe. Die Existenz eines derartigen Algorithmus hitte weitreichen-
de Konsequenzen fiir die sogenannte Komplexititstheorie, einem Teilgebiet
der theoretischen Informatik. Denn der Problemtyp Finde in G einen Hamil-
ton’schen Kreis oder beweise, daf es keinen gibt gehort zu den Grundproblemen
dieser Theorie, mit denen man die “Schwierigkeit etwas zu berechnen” zu
erkldren versucht. Siehe dazu auch [Garey und Johnson, 1979].

Als beste Losung fiir das Problem, alle Knoten eines Graphen mindestens
einmal zu besuchen, mufs nicht ein Hamilton’scher Kreis erscheinen (ein
solcher muf ja nicht einmal existieren). Die Gestalt der Losung hédngt nicht
nur von der Struktur des Graphen sondern auch von der Kantenbewertung
ab. In Abbildung 4.14a (Farbabbildungen: S. 141) ist nochmals der gleiche
Graph wie in Abbildung 4.13a (Farbabbildungen: S. 140), aber diesmal mit
einer anderen Kantenbewertung angegeben. Wir finden einen optimalen
Rundgang, der aus zwei Kreisen durch den Knoten A besteht. Dieser Rund-
gang ist in Abbildung 4.14b (Farbabbildungen: S. 141) durch die griinen Li-
nien angedeutet.

Firbungen

In Abbildung 4.15a (Farbabbildungen: S. 141) ist eine Figur aus mehreren
Késtchen auf einem quadratischen Hintergrund gezeigt. Wir wollen versu-
chen, den Hintergrund und die Késtchen so mit Farben auszufiillen, daf§
Késtchen mit gemeinsamen Rand verschiedene Farben erhalten. In Abbil-
dung 4.15c (Farbabbildungen: S. 141) ist so eine Farbung gegeben. Dabei
wurden fiinf Farben verwendet.

Mit dem kleinen Beispiel von Abbildung 4.15a (Farbabbildungen: S. 141)
wird ein Problem angesprochen, das sehr alt ist und viele Mathematiker
beschiftigte, ndmlich das sogenannte Vierfarbenproblem. Man stelle sich eine
Landkarte eines Landes vor, in dem die politischen Einheiten (z.B. die Land-
kreise oder Verwaltungsbezirke) durch verschiedene Farbgebung kennt-
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lich gemacht werden. Damit eine wirklich eindeutige und schnelle Unter-
scheidung durch das Auge moglich ist, sollen Bezirke, die eine gemein-
same Grenze haben, verschieden gefarbt sein. Die Frage ist nun: Kann
man bei dieser Aufgabe immer mit vier Farben auskommen? Die Antwort ist:
Ja! Nach vielen erfolglosen Versuchen bedeutender Mathematiker ist die-
se positive Antwort erst 1976 von K. Appel und W. Haken gefunden und
in [Appel und Haken, 1976] veroffentlicht worden. Jedoch ist bis heute nie-
mand in der Lage, diesen Beweis mit Bleistift und Papier auf seine Richtig-
keit zu tiberpriifen. Appel und Haken verwendeten einen Computer. Es
galt tausende von Spezialfillen zu tberpriifen, dies konnte nicht von Men-
schenhand durchgefiihrt werden. Aus diesem Grund galt dieser “Beweis”
des sogenannten Vierfarbentheorems als unbefriedigend und die Suche nach
einem “echten” mathematischen Beweis fiir dieses Theorem ging unvermin-
dert weiter. Heute kennt man eine Version des Beweises, die zwar immer
noch schwierig, aber doch bedeutend einfacher ist als die urspriingliche Ver-
sion.

Dem Vierfarbentheorem kann eine graphentheoretische Formulierung ge-
geben werden. Man betrachte dazu Abbildung 4.15b (Farbabbildun-
gen: S. 141). Hier wurde jedem Késtchen ein Knoten zugeordnet, ein weite-
rer Knoten (rechts unten) vertritt den Rahmen. Knoten werden verbunden,
wenn die Bereiche, fiir die sie stehen, nicht gleich gefarbt werden diirfen.
So entsteht der in Abbildung 4.15b gezeichnete Graph G (einige Kanten von
Randknoten zu dem Knoten rechts unten sind nur angedeutet). Das Pro-
blem kann nun so formuliert werden:

Man fiirbe die Knoten von G so, daf$ durch Kanten verbundene Knoten
stets verschiedene Farben erhalten. Eine Farbung mit dieser Eigen-
schaft nennen wir zuldissig.

Der Graph in Abbildung 4.15b (Farbabbildungen: S. 141) ist planar. Im allge-
meineren Fall einer beliebigen Landkarte mit unterschiedlichen politischen
Regionen, wihle man fiir jede Region einen Knoten und verbinde Knoten,
die Regionen mit gemeinsamer Grenze darstellen. Auf diese Weise entsteht
immer ein planarer Graph. Das Vierfarbentheorem lautet nun:

Man kann jeden planaren Graphen mit vier Farben zulissig firben.

Eine Darstellung des Vierfarbentheorems und seines Beweises findet
man im Internet unter der Adresse http://www.math.gatech.edu/~
thomas/FC/fourcolor.html.
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Aufgabe fiir den Leser: Finde eine zuldssige Farbung in Abbildung 4.15a
(Farbabbildungen: S. 141) mit nur vier Farben.

Der Begriff einer zuldssigen Farbung ist nicht auf planare Graphen be-
schrankt. Wir kdnnen nach zuldssigen Farbungen beliebiger Graphen mit
moglichst wenig Farben suchen. Das ist das allgemeine Firbungsproblem fiir
Graphen.

Zuldssige Graphenfarbungen dienen zur Behandlung von Konfliktsitua-
tionen. Nehmen wir an, jeder Knoten eines Graphen G bedeute eine Auf-
gabe aus einer Menge von Aufgaben, die mit Hilfe eines gegebenen Vorrats
von Betriebsmitteln durchzufiihren sind. Einige dieser Aufgaben kénnen
gleichzeitig durchgefiihrt werden, andere nicht. Man denke z.B. an eine
Menge von Priifungen, die am Ende einer Schulungsperiode abgehalten
werden sollen. Eine Priifungseinheit, das heifst eine Aufgabe, besteht aus
dem Priifer, dem Priifling, der Angabe des Ortes, an dem die Priifung statt-
zufinden hat, der Hilfsmittel (Maschinen, Mikroskope, Filmkamera, etc.),
die dabei mitwirken. Das Problem besteht in der Abfassung eines Zeit-
plans, der gestattet, alle vorzunehmenden Priifungen an moglichst wenig
Priifungsterminen abzuhalten. Priifungen kénnen nur dann zum gleichen
Termin erfolgen, wenn die beteiligten Priifer und die beteiligten Priiflinge
verschieden sind, wenn sie nicht am selben Ort stattfinden und wenn sie
nicht dieselben Hilfsmittel erfordern. Es sei G der zugehorige Konfliktgraph,
das heifit ein Graph, dessen Knoten die Priifungseinheiten reprasentieren
und der Kanten zwischen genau den Priifungseinheiten hat, die nicht zum
gleichen Termin geplant werden kénnen. Dann benétigt man offensicht-
lich genau so viele verschiedene Priifungstermine, wie man Farben in einer
zuldssigen Farbung von G mit moglichst wenig Farben benétigt. Diese mi-
nimale Anzahl von Farben heifit die chromatische Zahl x ¢ des Graphen G.

In Abbildung 4.16 (Farbabbildungen: S. 142) sind zwei Beispiele fiir einen
Konfliktgraphen angegeben. Der erste Graph besteht aus einem Kreis mit
fiinf Knoten, und einem sechsten Knoten, der mit allen Kreisknoten verbun-
den ist. Der zweite Graph ist nur ein Kreis mit fiinf Knoten (iiblicherweise
durch Cjs bezeichnet). Man tiberlege sich: Der erste Graph hat chromatische
Zahl 4, der zweite hat chromatische Zahl 3.

Eine Sonderstellung nehmen die Graphen ein, deren chromatische Zahl
gleich 2 ist. Deren Knotenmengen zerfallen in zwei Klassen (die blauen und
die roten Knoten), und Kanten verlaufen nur zwischen Knoten verschie-
dener Klassen. Man nennt solche Graphen auch bipartite Graphen. Baume
sind bipartit. Man kann zeigen: Ein Graph ist genau dann bipartit, wenn er
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Abbildung 4.18.

keine Kreise mit ungerader Knotenanzahl enthilt. (Zur Farbung solcher Kreise
benétigt man drei Farben.)

Perfekte Graphen

Es ist leicht festzustellen, ob ein Graph mit zwei Farben gefdarbt werden
kann, ob er also bipartit ist. Dafiir gibt es Algorithmen mit nur polynomia-
lem Zeitaufwand. Dagegen ist es bereits schwer festzustellen, ob ein Graph
mit drei Farben zulassig farbbar ist. Fiir dieses Problem ist bis jetzt kein Al-
gorithmus mit nur polynomialem Zeitbedarf bekannt. Solche Algorithmen
sind auch unbekannt zur Losung von Problemen des Typs Ist der Graph G
mit k Farben zuldssig firbbar?, und zwar fiir jedes k > 3.

Ein Teil eines Graphen G, der aus Knoten besteht, die paarweise mitein-
ander durch eine Kante verbunden sind, heifit eine Cligue von G. Die grofite
Knotenzahl in einer Clique von G heifit die Cliquezahl von G, sie wird meist
durch wg bezeichnet. Die Knoten einer Clique erhalten in jeder zulédssigen
Farbung paarweise unterschiedliche Farben. Daher benétigt jede zuldssige
Farbung mindestens w¢ Farben, das heifit es gilt fiir jeden Graph G, daf8
XG 2 Wa-

In Abbildung 4.16 (Farbabbildungen: S 142) sehen wir zwei Graphen, de-
ren Farbungszahlen jeweils um 1 grofier sind als die Cliquezahl. Die grofiten
Cliquen des ersten Graphen sind seine Dreiecke. Er hat also Cliquezahl
3. Seine chromatische Zahl ist 4. Der zweite Graph hat nicht einmal ein
Dreieck, seine Cliquezahl ist daher 2, aber seine chromatische Zahl ist 3. In
Abbildung 4.17 (Farbabbildungen: S 142) sehen wir ein Beispiel fiir einen
Graph ohne Dreiecke, dessen chromatische Zahl 4 ist. Heute weifs man: Zu
jeder natiirlichen Zahl k gibt es dreiecksfreie Graphen (das heifst Graphen mit Cli-
quezahl 2), derven chromatische Zahl k ist. Die Liicke zwischen x ¢ und wg kann
daher beliebig grofs werden.
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Ein Graph G heifSt perfekt, wenn folgendes gilt: Es ist wg = xq, und ferner
Qilt wgr = xq fiir jeden Graph G, den man aus G erhiilt indem man einen Teil
seiner Knoten samt den daran anliegenden Kanten entfernt.

Da ein bipartiter Graph keine Dreiecke enthilt, ist seine Cliquezahl 2, und
damit gleich seiner chromatischen Zahl. Bipartite Graphen, und damit ins-
besonders Baume, sind also Beispiele fiir perfekte Graphen. Die Graphen
aus Abbildungen 4.16 (Farbabbildungen: S. 142) und 4.17 (Farbabbildun-
gen: S. 142) sind nicht perfekt.

Perfektheit ist eine interessante Grapheneigenschaft. Fiir zahlreiche
Typen von perfekten Graphen sind viele graphentheoretische Aufgaben
(z.B. optimale zuldssige Farbung) einfach, das heifft mit einem schnellen
Algorithmus durchfiihrbar. Einer der prominentesten Typen von perfek-
ten Graphen ist der Typ der chordalen Graphen. Ein Graph G heifst chordal,
wenn er keinen sehnenlosen Kreis mit mindestens vier Knoten enthélt. Zum
Beispiel ist der Graph in Abbildung 4.18 chordal. Der rechte Graph in Abbil-
dung 4.16 (Farbabbildungen: S. 142) ist selbst ein sehnenloser Kreis, ndmlich
der Cs, und somit nicht chordal. Aber auch der linke Graph in diesem Bild
ist nicht chordal. Entfernt man den mittleren Knoten, so bleibt der Kreis C5
tibrig.

Die Erkennung allgemeiner perfekter Graphen, das heifst solcher, von de-
nen man nicht eine weitere besondere Eigenschaft kennt, welche die Per-
fektheit nach sich zieht, ist schwierig. Man kennt bis heute keinen schnel-
len Algorithmus fiir diese Aufgabe. Manchmal kann man Perfektheit da-
durch erkennen, daff man den komplementidren Graphen betrachtet. Es sei
G = (V, E) ein beliebiger Graph. Der zu G komplementiire Graph G, auch das
Komplement zu G genannt, ist ein Graph mit derselben Knotenmenge V' wie
G, der eine Kante zwischen zwei verschiedenen Knoten genau dann enthélt,
wenn G dort keine hat. Formal: G = (V, E) mit E = {[z,y] : = ZyA[z,y] &
E}. Es gilt der folgende Satz, der auch als Perfect Graph Theorem bezeichnet
wird:

Ein Graph G ist genau dann perfekt, wenn es sein Komplement G ist.

Zahlreiche wichtige Graphentypen sind dadurch definiert, das man die Exi-
stenz speziell geformter Teile (Untergraphen) ausschliefst. Z.B. sind Baume
durch das Fehlen von Kreisen, bipartite Graphen durch das Fehlen von Krei-
sen ungerader Knotenzahl, planare Graphen durch das Fehlen von Unter-
teilungen des K33 und des Kj5, chordale Graphen durch das Fehlen von
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Abbildung 4.19.
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sehnenlosen Kreisen einer Knotenzahl von mindestens 4 charakterisiert. Ei-
ne derartige Charakterisierung nennt man Charakterisierung durch verbotene
Untergraphen. Diese Art der Charakterisierung ist aber nur dann moglich,
wenn die zu beschreibende Eigenschaft nicht nur der Graph G selbst, son-
dern auch jeder Untergraph G’ besitzt, der durch Entfernen von Knoten und
den an diesen anliegenden Kanten entsteht. Denn ein in G nicht enthaltener
Untergraph kann ja dann auch nicht in G’ enthalten sein. Durch Entfernen
von Kanten allein kann man allerdings moglicherweise eine durch verbo-
tene Untergraphen bestimmte Eigenschaft zerstoren. Ein Kreis mit Sehnen
z. B. kann durch Entfernen von Kanten zu einem sehnenlosen Kreis werden.
Ein perfekter Graph ist so definiert, dafs auch alle seine wie oben gebildeten
Untergraphen perfekt sind. Es stellt sich daher die Frage, ob man perfekte
Graphen durch verbotene Untergraphen charakterisieren kann. Sicher darf
ein perfekter Graph keine sehnenlosen Kreise mit ungerader Knotenzahl
enthalten, denn diese sind nicht perfekt. Es wird heute vermutet, dafS es
gentigt, wenn man diese Kreise und deren Komplemente ausschliefst. Dies
ist der Inhalt der viel diskutierten sogenannten Strong Perfect Graph Conjec-

ture:
Ein Graph G ist genau dann perfekt, wenn er keine sehnenlosen Krei-

se mit ungerader Knotenzahl und keine Komplemente solcher Kreise
besitzt.

Der Begriff perfekter Graph wurde von C. Berge zu Beginn der 60-er Jahre
eingefiihrt [Berge, 1961]. Berge vermutete bereits, dafs Perfektheit durch
Komplementbildung nicht verloren geht. Der Beweis fiir das Perfect Graph
Theorem gelang L. Lovédsz 1972 in [Lovéasz, 1972]. Die Strong Perfect Graph
Conjecture ist trotz vieler Anstrengungen von namhaften Mathematikern
bisher unbewiesen. Eine gute Einfithrung in die Theorie und Praxis perfek-
ter Graphen ist [Golumbic, 1980].

Es gibt eine Vielzahl von Grapheneigenschaften, welche die Perfekt-
heit nach sich ziehen. Daher kennt man zahlreiche Klassen von perfek-
ten Graphen. Diese Klassen sind in Abbildung 4.19 als die Knoten eines
gerichteten Graphen dargestellt, die Knoten enthalten den Klassennamen.
Die Abbildung ist mit freundlicher Genehmigung der Verfasser dem Buch
[Brandstaddt et al., 1999] entnommen. Eine gerichtete Kante (A,B) bedeutet,
daf die Klasse B in der Klasse A enthalten ist. Das Bild demonstriert ein-
préagsam die grofie Aktivitdt der Graphentheoretiker im Bereich der perfek-
ten Graphen. Die meisten der hier angefiihrten Klassen wurden erst in den
letzten beiden Jahrzehnten gefunden oder ndher untersucht.
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Abbildung 4.20.
Chemische Graphen

In der Chemie wird ein Molekiil durch seine Strukturformel charakterisiert,
die angibt, wieviele Atome von welcher Art am Bau des Molekiils beteiligt
sind. Soist z.B. C4H;( ein Molekiil aus vier Kohlenstoff- und 10 Wasserstof-
fatomen. Auf Grund der verschiedenen Bindungsmoglichkeiten zwischen
den Kohlenstoffatomen unterscheidet man verschiedene Molekiilarten von
Molekiilen mit derselben Strukturformel (Isomere). Die Bindungsmoglich-
keiten lassen sich durch einen ungerichteten Graph darstellen, den wir als
Strukturgraph bezeichnen. Im Falle der Alkane (Kohlenwasserstoffe), das
sind Molekiile mit der Strukturformel C,,Hs,,4», sind die Strukturgraphen
Baume, deren Knotengrade durch 4 beschrénkt sind. In Abbildung 4.20 sind
diese Baume fiir n < 5 dargestellt.

Das erste Molekiil dieser Art, das zwei verschiedene Isomere hat, ist dem-
nach C4H;g. C5H;2 hat bereits drei Isomere.

Bei komplizierteren Molekiilen treten auch Kreise auf. Aufierdem kénnen
Doppelbindungen auftreten, die wir dann durch parallele Kanten andeu-
ten. Schliefllich kénnen noch mehrere (von H verschiedene) Atomarten am
Bau des Molekiils beteiligt sein. Daher haben wir im Strukturgraphen die
Knoten durch das zugehorige Atomsymbol zu markieren, um durch ihn die
gesamte fiir die Charakterisierung des Molekiils benétigte Information dar-
zustellen. In Abbildung 4.21 sieht man als Beispiel den Strukturgraph von
Dioxin.

Fiir den Chemiker, und besonders fiir den Kristallographen, ist nicht je-
de Zeichnung eines Strukturgraphen gleichwertig. Die Eigenschaften eines
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Abbildung 4.21.

Molekiils hiangen auch von seiner Einbettung in den Raum ab. Auf Grund
dieser Eigenschaften lassen sich gleichwertige Atome (eines Atomtyps) er-
kennen, die im Molekiil wie im Molekiilverband dieselbe Wirkung zeigen
und daher im Molekiil dieselbe Funktion ausiiben. Diese Gleichwertigkeit
zweier Atome A und A’ erkennt man dadurch, daf8 die rdumliche Verteilung
der Atome im Molekiil eine raumliche Symmetrie aufweist, und es daher ei-
ne Symmetrieoperation gibt, die A in A’ {iberfiihrt. Das kann eine Reflexion
sein, eine Inversion, eine Rotation, oder eine Kombination dieser Operatio-
nen. In Abbildung 4.21 zum Beispiel kann man das Molekiil um die Mittel-
linie als Achse um 180° drehen, wobei die Figur in sich iibergeht. Auch eine
Drehung um eine Achse durch die beiden Sauerstoffatome ist moglich. Wir
stellen also fest, dafs Graphen eine Symmetrie aufweisen konnen.

Die eben angesprochene Symmetrie von Graphen hat geometrischen Cha-
rakter. Sie ist von der rdumlichen Darstellung des Graphen abhingig und
verschwindet, wenn man diese Darstellung entsprechend dndert. Dane-
ben gibt es sogenannte, bereits in der Einleitung erwdhnte kombinatorische
Symmetrien, die unabhdngig von der Darstellung des Graphen sind. Eine
kombinatorische Symmetrie wird auch als Automorphismus bezeichnet. Der
Automorphiebegriff und die damit zusammenhéangenden Sachverhalte sind
wichtig bei der Kodierung von Graphen zum Zwecke der Katalogisierung
(Datenbanken).

Ein Automorphismus eines Graphen G = (V, E) ist eine Permutation (Um-
ordnung) der Knotenmenge V/, also eine bijektive Abbildung 7 : V. — V,
mit der Eigenschaft, da8 [i, j] € E genau dann gilt, wenn [r (i), 7(j)] € E.
Wir sagen kurz: Ein Automorphismus von G ist eine Permutation der Kno-
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Abbildung 4.22.

ten, bei der die Kanten erhalten bleiben. Sind die Knoten oder die Kanten von
G markiert, so verlangt man von einem Automorphismus zusitzlich, daf3
die Marken erhalten bleiben sollen. Man darf also nur Knoten mit gleichen
Marken untereinander permutieren, und zwar nur so, dafs dabei Kanten mit
gleichen Marken ineinander iibergehen. Im Falle von Strukturgraphen fiir
Molekiile heifst das, daff der Atomtyp und die Bindungsart erhalten bleiben
sollen.

In Abbildung 4.22 ist ein Graph gezeichnet, dessen Automorphismen wir

noch leicht durch Probieren bestimmen kénnen. Zum Beispiel ist die Per-
mutation m : (1,8)(2,3)(4)(5)(6,7) ein Automorphismus, das heifsit ver-
tauscht man 1 mit 8, 2 mit 3 und 6 mit 7 und 148t man 4 und 5 fest, so
gehen Kanten in Kanten und Nicht-Kanten in Nicht-Kanten tiber. Ebenso
sind 72 : (1)(2,7)(3,6)(4,5)(8) und 73 : (1,8)(2,6)(3,7)(4,5) Automorphis-
men. 7o : (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8) wird auch als Automorphismus aufge-
faBt, es ist der triviale Automorphismus. (Eine Zeichenfolge (i1, 12, ..., %x) in
der Beschreibung einer Permutation 7 bedeutet, da8 7(i1) = a2, 7(i2) =
ig, ce ,ﬂ(ik_1) = ik, ﬂ(ik) = ’i1).
Die Automorphismen eines Graphen G bilden mit der Hintereinander-
ausfiihrung von Permutationen seiner Knotenmenge als Operation eine
Gruppe von Permutationen, die Automorphismengruppe Aut(G). In unserem
Beispiel ist Aut(G) = {mo, m1, T2, w3} mit der identischen Permutation 7¢ als
neutrales Element. Diese Gruppe ist isomorph zur sogenannten Kleinschen
Vierergruppe (eine der zwei nicht-isomorphen Gruppen mit vier Elementen).
Es gilt fiir die Hintereinanderausfithrung m;7;(u) = m;(7;(u)). Damit wird
mimg = mom; = w fur 0 < 1 < 3. Ferner ist mym = mamy = T3w3 = Mo, T Ty =
T3, USW.
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Die beiden Knoten 1 und 8 in Abbildung 4.22 sind (kombinatorisch) dgui-

valent, das soll heiflen, dafi es Automorphismen gibt, die einen Knoten in
den anderen iiberfithren, und umgekehrt. Alle untereinander dquivalenten
Knoten bilden einen Orbit der Gruppe Aut(G). Also ist z. B. {1,8} ein sol-
cher Orbit. Die tibrigen Orbits sind {4, 5} und {2, 3,6, 7}. Man beachte, daf§
die Knoten eines Orbits paarweise dquivalent sind. Jeder kann durch einen
geeigneten Automorphismus in jeden anderen tibergefiihrt werden. In Ab-
bildung 4.23a (Farbabbildungen: S. 143) sind die drei verschiedenen Orbits
durch verschiedene Farben verdeutlicht.
Es gibt auch dquivalente Kanten und dquivalente Nicht-Kanten. Zum Bei-
spiel sind die beiden Kanten [2,3] und [6,7] dquivalent. Denn sie gehen
bei dem Automorphismus 7, ineinander tiber. [1, 8] ist zu keiner anderen
Kante dquivalent, ebenso [4, 5] nicht. Die Nicht-Kante [1, 3] ist dquivalent
zur Nicht-Kante [1, 6], aber auch zu [7, 8]. Um aber die “Bewegungen” der
elementaren Bestandteile unserer Figur unter der Wirkung der Automor-
phismengruppe exakt erfassen zu koénnen, sollten wir nicht die Aquivalenz
von Kanten oder Nicht-Kanten, sondern die Aquivalenz von geordneten
Knotenpaaren (z,y) erfassen. So ist z.B. (1,2) dquivalent zu den Paaren
(8,3),(1,7) und (8,6), aber nicht zu (2, 1), obwohl [1, 2] eine Kante ist. Ei-
ne maximale Menge von paarweise dquivalenten geordneten Knotenpaa-
ren, nennt man ein Orbital (oder einen 2-Orbit) von Aut(G). In unserem Bei-
spiel ist {(1,2),(8,3),(1,7),(8,6)} ein Orbital, {(2,1),(3,8),(7,1),(6,8)} ist
ein zweites. Insgesamt gibt es bei unserem Beispiel 15 verschiedene Orbi-
tals. Wollte man alle diese in einer Zeichnung des Graphen wie in Abbil-
dung 4.22 durch verschiedene Farbgebung unterscheiden, so benétigte man
15 verschiedene Farben fiir 56 verschiedene geordnete Knotenpaare. Das er-
gibt kein tibersichtliches Bild. Daher werden in Abbildung 4.23b und 4.23¢c
(Farbabbildungen: S. 143) nur einige der Orbitals in zwei verschiedenen Ko-
pien des Graphen dargestellt.

Will man eine Ubersicht iiber alle Orbits und Orbitals in einem Bild ge-
ben, so ist es besser, wenn man jedem geordneten Knotenpaar (i, j) eine
Position in einem zweidimensionalen Schema von zeilen- und spaltenwei-
se angeordneten Quadraten zuordnet. Das Quadrat in der i-ten Zeile und
in der j-ten Spalte reprasentiert dann das geordnete Paar (i,j). Paare der
Form (i,4) liegen in der Diagonale und konnen dazu verwendet werden,
die Knoten des Graphen darzustellen. Die Quadrate kann man dann un-
terschiedlich einfarben, um die Zugehorigkeit zu einem Orbit oder Orbital
auszudriicken. Im Falle unseres Beispiels ergibt sich das Farbmuster in Ab-
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bildung 4.24 (Farbabbildungen: S. 144).
Der Graph in Abbildung 4.21 hat vier Orbits und 82 Orbitals. Eine opti-
sche Darstellung wiirde also 84 verschiedene Farben benétigen.

Mit Hilfe der Bestimmung der Orbits und der Orbitals markierter Graphen
ist es moglich, Kodierungsverfahren fiir Graphen zu konstruieren, die eine
kompakte Darstellung solcher Graphen zum Zwecke der Katalogisierung
erlauben, was besonders wichtig fiir die Arbeit mit Strukturgraphen von
Molekiilen ist. Bei der Implementierung solcher Kodierungsverfahren wer-
den jedoch meist die Orbitals nicht explizit bestimmt, weil bereits eine nur
implizit gegebene Information dartiber ausreicht, um die Struktur der zu
behandelnden Graphen eindeutig bis auf Isomorphie (also bis auf die Art
der Darstellung) zu charakterisieren.

Bei gerichteten Graphen G = (V, E) wird von einem Automorphismus m
auch verlangt, daf8 er die Kantenrichtung erhilt, daf also (i,j) € E ge-
nau dann, wenn (7 (i), 7(j)) € E. Der Graph in Abbildung 4.25 (Farbab-
bildungen: S. 145) ist ein zyklischer Graph (auch einfach Zykel genannt) mit
sieben Knoten. Seine Automorphismen sind gegeben durch die , Drehun-
gen” m;, i =0,1,...,6, (im Uhrzeigersinn), wobei 7;(z) der Knoten ist, den
man erreicht, wenn man lings des Zykels um ¢ Kanten weitergeht. Also ist
z. B. m3(1) = 4, m5(6) = 4, usw. Man sieht also, dafd jeder Automorphismus
w definierbar ist, ohne daf$ der Zykel wie in Abbildung 4.25a so symmetrisch
langs einer Kreislinie gezeichnet ist. Zu diesem Zykel, bzw. zu seiner Au-
tomorphismengruppe, gehort ein einziger Orbit (da man jeden Knoten in
jeden anderen mit Hilfe einer “Drehung” tiberfiihren kann) und 6 Orbitals,
die in Abbildung 4.25b gezeigt sind.

Wenn man diese Orbitals, wie im vorletzten Absatz erklirt wurde, mit
Hilfe einer Matrix darstellt, so ergibt sich das Farbmuster in Abbildung 4.1a
(Farbabbildungen: S. 139).

Schluf

Wer gerne mehr tiber Graphentheorie lesen mochte, findet dazu eine
reichhaltige Literatur vor. Eine gute Einfiihrung in diesen Bereich der
Kombinatorik ist [Harary, 1974]. Weitere Standardwerke mit speziel-
ler Ausrichtung wurden bereits frither in den einzelnen Abschnitten
genannt. Aktuelle Informationen, Problemsammlungen und Losungsal-
gorithmen findet man auch im Internet, zum Beispiel unter der Adresse
http://www. informatik.hu-berlin.de/~weinert/graphs.html.
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Anmerkungen
1 Leonhard Euler, 1707 - 1783 .
2 Robert Kirchhoff, 1824 - 1887.

3 Das hier behandelte Problem ist das diskrete Analogon zu dem sogenannten Dirichlet'schen
Problem der Analysis, bei dem die Losung der Laplace’schen Differentialgleichung A f(z) =
0 flir z im Inneren eines Bereiches B und mit gegebenen Werten fiir f auf dem Rand von B
gesucht wird.

4 Kazimierz Kuratowski, 1896 - 1980.

5 K. Menger, 1902 - 1985, osterreichischer Mathematiker, war von 1938 an bis zu seinem Tode in
den USA titig.

6 William Rowan Hamilton, 1805-1865.

Hamilton erfand ein Spiel, zu dem ein Spielbrett gehorte, auf dem das Skelett eines Dode-
kaeders (also ein Graph) aufgezeichnet war. Ferner wurden Spielmarken benétigt, die von 1
bis 20 durchnumeriert waren. Der erste Spieler markierte ein Anfangsstiick einer Wanderung
durch den Graphen, der zweite Spieler sollte dieses Anfangsstiick zu einer Rundwanderung
durch alle Knoten ldngs eines geschlossenen Kreises ergédnzen. In einer anderen Version war
das Spielbrett durch eine holzerne Weltkugel ersetzt, auf der Stadte und Reisewege durch klei-
ne Stifte markiert waren. Die Aufgabe war eine “Reise um die Welt” zu finden (und mit Hilfe
eines Fadens zu markieren), wobei jede Stadt genau einmal zu besuchen war.
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Farbabbildungen

Abbildung 1.19. zu Kapitel 1 von Peter Weibel.

Mario Merz, Ohne Titel.

Foto: Koinegg



Abbildung 1.20. zu Kapitel 1 von Peter Weibel.
Wolfgang Buchner, Studie zu Variationen der Pascalschen Schnecke.
Foto: Koinegg
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b)
Abbildung 4.1. zu Kapitel 4 von Gottfried Tinhofer

USA

ARPA 1979
Abbildung 4.11. zu Kapitel 4 von Gottfried Tinhofer
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X

Abbildung 4.12. zu Kapitel 4 von Gottfried Tinhofer

b)

Abbildung 4.13. zu Kapitel 4 von Gottfried Tinhofer

140



b)

Abbildung 4.14. zu Kapitel 4 von Gottfried Tinhofer

a)

<)
Abbildung 4.15. zu Kapitel 4 von Gottfried Tinhofer
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Abbildung 4.16. zu Kapitel 4 von Gottfried Tinhofer

Abbildung 4.17. zu Kapitel 4 von Gottfried Tinhofer
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Abbildung 4.23. zu Kapitel 4 von Gottfried Tinhofer
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Abbildung 4.24. zu Kapitel 4 von Gottfried Tinhofer
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b)

Abbildung 4.25. zu Kapitel 4 von Gottfried Tinhofer
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&

Abbildung 5.4. zu Kapitel 5 von Herbert Edelsbrunner. Die Punkte illustrieren den
Baumbestand des Allerton Parkes in Monticello, Illinois. Jedem Punkt oder Baum
wird der ihm am néchsten liegende Bereich im ebenen Umfeld zugeordnet.
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Abbildung 5.5. zu Kapitel 5 von Herbert Edelsbrunner. Jede Voronoi Region wird
auf die Einheitskreisscheibe um den Punkt beschriankt und die resultierenden Ge-

biete erzeugen den dualen Komplex.
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Abbildung 5.7. zu Kapitel 5 von Herbert Edelsbrunner. HIV-1 Protease. Oben be-
schreiben Tetraeder der Delaunay Triangulierung den dualen Komplex der Tasche.
Unten sehen wir die Randkugeln derselben Tasche.
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Abbildung 5.9. zu Kapitel 5 von Herbert Edelsbrunner. Zehn Schnappschiisse einer
Verformung. Die Form wird durch die glatte Kurve begrenzt und durch den dualen
Komplex im Inneren kombinatorisch aufrechterhalten.
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Abbildung 7.1. zu Kapitel 7 von Rainer E. Burkard. Freundschaftssystem (paarer
Graph) zwischen 5 Madchen und 5 jungen Herren. Méadchen M; und der junge
Herr H; sind besonders beliebt, denn sie sind mit allen anderen befreundet.

Abbildung 7.2. zu Kapitel 7 von Rainer E. Burkard. Netzwerk, das zum Freund-
schaftssystem von Abbildung 4.1 gehort. Gesucht wird ein maximaler Fluf3 von der
Quelle ¢ zur Senke s. Die Pfeile von ¢ nach M; und von H; nach s haben die Kapa-
zitat 1.
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Abbildung 7.3. zu Kapitel 7 von Rainer E. Burkard. Optimale Losung zum maxi-
malen FluSproblem aus Abbildung 7.2. Die Pfeile tragen nun die entsprechenden
FluSwerte. Diese Losung entspricht der folgenden Paarung: M; und Hi, M3 und
Hz, M4 und H3, M5 und H1.

Abbildung 7.4. zu Kapitel 7 von Rainer E. Burkard. Ubermittlung von Nachrichten
der Sendestation E; an die Empfangsstation A; tiber den Satelliten S.
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Abbildung 7.5. zu Kapitel 7 von Rainer E. Burkard. Die linke Abbildung zeigt die
Positionen von Bohrlochern auf einer Leiterplatte (Computer Chip). Die rechte Ab-
bildung zeigt die kiirzeste Tour, die die Bohrlécher miteinander verbindet. Diese
Reihenfolge erhilt man als Losung des zugehorigen Rundreiseproblems. Sie gibt an,
wie ein Bohrer in optimaler Weise vorgehen sollte, wenn sehr viele gleiche Leiter-
platten hergestellt werden.

e
VA

® o6 o o G e o o o

e o0 ¢ C B A B C o o o

Abbildung 7.6. zu Kapitel 7 von Rainer E. Burkard. Die Person auf Platz A kann gut
mit den Personen auf den Plitzen B, weniger gut mit den Personen auf den Plitzen C
und G und noch weniger gut mit den Personen auf den Plitzen H kommunizieren.
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Spielereien mit Kreisen und Kugeln.
Zum Thema Form und Verformung
Herbert Edelsbrunner

Zusammenfassung

Allzulange wurde die spielhafte Beschiftigung als Gegensatz zu ernsthaf-
ter Arbeit gesehen. Dieser Artikel propagiert die spielerische Untersuchung
von Kreis- und Kugelmengen. Gleichzeitig belegt er die nutzbare Anwen-
dung von elementaren Einsichten in der Molekularbiologie und allgemeiner
in der Beschreibung von Form und Verformung.

Stichworte. Kreise, Kugeln, Flache, Volumen, Komplexe, Form, Biologie,
Wachstum, Verformung, Formenraum.

Einleitung

Vor mehr als 350 Jahren proklamierte Galileo Galilei, daf$ das grandiose
Buch des Universums in der Sprache der Mathematik geschrieben sei und
dafs Kreise, Dreiecke und andere geometrische Figuren die Buchstaben und
Zeichen dieser Sprache ausmachten. Ohne Kenntnis dieser Zeichen sei es
uns unmoglich, ein einziges Wort dieses Buches zu verstehen und seien wir
zu Irrfahrten in einem Labyrinth des Dunkels verurteilt [Galilei, 1960].

Von Kreis und Dreieck zu Form

Wir nehmen den Rat von Galilei wortlich und suchen den Weg zum
Verstdndnis von nattirlichen Zusammenhdngen im Studium von Kreisen
und Dreiecken. Wir verwenden diese als Grundbestandteile der Beschrei-
bung von ebenen geometrischen Formen. Unser Ziel ist eine Theorie der
Beschreibung, Analyse, und Manipulation von komplizierten Formen mit-
tels des Computers. Um die Theorie auf den alltdglichen 3-dimensionalen
Raum auszuweiten, untersuchen wir Kugeln und Tetraeder, die wir als Ver-
wandte von Kreisen und Dreiecken auffassen. Im allgemeinen leitet uns das
Prinzip der Allgemeinheit: Augenmerk wird auf Tatsachen konzentriert, die
in beliebigen und nicht nur in zwei oder drei Dimensionen gelten.
Relationen, die auf geometrischer Form beruhen, sind in unserer Welt so



haufig wie die sprichwdortlichen Baume, die uns den Wald nicht erkennen
lassen. Schliissel, die Tiiren 6ffnen, Formen, die uns schon erscheinen, che-
mische Substanzen, die miteinander reagieren, und so fort. Die vielleicht
interessanteste aber auch aufSerordentlich schwierige Frage ist auf die Be-
ziehung zwischen Formen gerichtet. Wir leben und erleben ohne Unterlafs
den Unterschied und nicht das Absolute. Sogar das Sehvermdgen, das uns
konstant und untriiglich erscheint, beruht auf dem Prinzip des Unterschieds
und des Komplements. Beim jetzigen Stand der Theorie werden wir der
zentralen Frage der Beziehung zwischen Formen nicht gerecht, wir verwen-
den sie aber als Ziel in der Ferne, auf das sich unsere Schritte richten.

Mathematik und Informatik

Vielleicht ist dem Leser nicht klar was die Diskussion von Form und Re-
lation mit Mathematik zu tun hat. Der Autor sieht die Mathematik als In-
strument des Erkennens, als abstraktes Auge. Die Mathematik hat mit der
Kunst gemein, daf3 sie Ordnung in einem Chaos von unendlichen Pheno-
menen sucht. Vielleicht hat die Mathematik den Vorteil, daf$ sie auf dem
unbestechlichen Prinzip von falsch und richtig basiert. Das macht ihren
Fortschritt mithsam erzeugt dafiir aber Einsichten, die von Wetter und Zeit
nicht unmittelbar abhdngen.

Die auflerordentliche Miihe mit der sich Fortschritt und Anwendung in
der Mathematik verbinden ist wohl der groite Hemmschuh fiir unser ab-
straktes Auge. Die Informatik zeigt einen Weg die Mathematik nutzbar zu
machen, ohne unseren eigenen Denkapparat dabei zu investieren. Sie ist ein
Vehikel das der Mathematik die Leichtigkeit verleiht, die notwendig ist, sie
allgemeiner als zusétzlichen Sinn zielsicher einzusetzen. Umgekehrt bietet
die Mathematik den notwendigen Inhalt, um der Informatik den Hauch des
Lebens zu verleihen. Ein grofier Schritt in die Zukunft besteht in der Ent-
wicklung der symbiotischen Beziehung zwischen Mathematik und Infor-
matik, die nach der Meinung des Autors teilweise hinter aber hauptséchlich
noch vor uns liegt.

Ubersicht

Im Abschnitt Mehr oder weniger Fliche beschidftigen wir uns mit einer ele-
mentaren aber bis heute unbeantworteten Frage tiber Einheitskreisscheiben.
Im Abschnitt Teilkomplexe verwenden wir alternierende Summen, um Flache
und Volumen zu berechnen. Hier erkldren wir auch die duale Verbindung
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Abbildung 5.1. Zwei Mengen von je fiinf Kreisscheiben mit Einheitsradius. Jedes
Paar von Kreisscheiben in der rechten Menge tiberlappt in einem gréferen Bereich
als das entsprechende Paar der linken Menge.

zwischen Kreis und Dreieck, auf der unser Denken {iber geometrische Form
basiert. Im Abschnitt Bausteine des Lebens geben wir einen Einblick in die
Anwendung unserer Ideen in der Molekularbiologie. Im Abschnitt Form
und Formenraum stellen wir allgemeine Formen mit glatter Oberfldche als
Einhtillende von unendlichen Kugelmengen dar. Diese Idee fiihrt zu geo-
metrischen Theorien von Verformung und Formraum.

Mehr oder weniger Fliiche

Die folgende Frage tiber Einheitskreisscheiben reicht mehr als 40 Jahre in die
Vergangenheit und ist erstaunlicherweise bis heute unbeantwortet: nimmt
die abgedeckte Fliche notwendigerweise ab, oder genauer gesagt nicht zu,
wenn die Mittelpunkte ndher aneinander riicken? Auf den ersten Blick
scheint die Antwort ein klares ja zu sein, und es ist bis heute niemandem
gelungen, diese Antwort zu widerlegen. Allerdings gibt es bis heute auch
keinen Beweis, der die Moglichkeit eines Gegenbeispiels ausschliefst.

Problemformulierung

Sei A eine Menge von n Einheitskreisscheiben A; mit Mittelpunkten a; in
der Ebene. Analog sei B eine Menge von n Einheitskreisscheiben B; mit
Mittelpunkten b;. Wir bezeichnen mit || ¢ — b || die euklidische Distanz
zwischen zwei Punkten a und b.

Vermutung. Wenn || a; — a; ||>]| b; — b; ||, fur alle 1 < 4, j < n, dann decken
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die Kreisscheiben A; nicht weniger Flache ab als die Kreisscheiben B;:
Fliche(|_J A) > Flache(| ] B).

Abbildung 5.1 illustriert die Fragestellung und die Vermutung fiir zwei
Mengen von je n = 5 Einheitskreisscheiben. Wir sehen, dafl Kreismittel-
punkte in der rechten Menge niher beieinander liegen, weil jeder paarweise
Schnitt von links nach rechts zunimmt.

Kurze Geschichte

Das Kreisscheibenproblem wurde unabhingig voneinander von Kneser und
von Thue Poulsen in den fiinfziger Jahren des zwanzigsten Jahrhunderts
aufgeworfen [Kneser, 1955, Thue Poulsen, 1954]. Klee and Wagon beschrei-
ben es als Problem 3 in ihrer Sammlung von offenen Problemen in der Geo-
metrie und Zahlentheorie [Klee und Wagon, 1991]. Eine einfachere Versi-
on des Problems nimmt an die Kreisscheiben kénnen so kontinuierlich von
Konfiguration A zu Konfiguration B bewegt werden, daf8 die Distanz zwi-
schen je zwei Mittelpunkten in keinem noch so kleinen Zeitintervall zu-
nimmt. In diesem Fall existiert eine kontinuierliche Kontrahierung von A nach
B. Diese Version des Problems wurde 1968 von Bollobds positiv beantwor-
tet [Bollobéas, 1968]. Vielleicht ist das Uberraschende bei dem Kneserschen
Kreisscheibenproblem, dafs es in der Tat Konfigurationen .A and B gibt, die
die Voraussetzung der Vermutung erfiillen, fiir die aber keine kontinuierli-
che Kontrahierung von A nach B fiihrt. Die Existenz solcher Konfiguratio-
nen macht die Schwierigkeit des Problems aus.

Kontinuierliche Kontrahierung

Wir skizzieren einen alternativen und bislang unveréffentlichten Beweis
fiir die positive Beantwortung der Vermutung unter der Annahme einer
kontinuierlichen Kontrahierung. Der Beweis gibt uns die Gelegenheit, ei-
nige grundlegende kombinatorische Denkweisen auf spielerische Art ein-
zufiihren.

Statt der Fldche betrachten wir den Umfang der Vereinigung von Kreis-
scheiben. Da die Fldche als Integral des Umfangs fiir wachsenden Radi-
us verstanden werden kann, impliziert die Abnahme des Umfanges die
Abnahme der Fliche. Abbildung 5.2 zeigt den Umfang der zwei Men-
gen von Kreisscheiben in Abbildung 5.1, beide mit positiver Orientierung.
Auflerdem zeigt das Bild einen dualen Polygonzug von Kreisstiicken. Die-
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Abbildung 5.2. Orientierter Umfang und dualer Polygonzug von Kreisstticken.

ser wird erzeugt, indem wir den Zirkel mit Einheitsradius an den Eck-
punkten des Umfangs ansetzen und Kreismittelpunkte ebenfalls in positi-
ver Orientierung verbinden. Wenn wir die Kreisstiicke des Umfangs und
des dualen Polygonzuges abwechselnd hintereinanderfiigen, erzeugen wir
einen neuen Polygonzug ohne scharfen Endpunkt: die Tangente ist an je-
dem Punkt des Zuges eindeutig gegeben. Der neue Polygonzug ist geschlos-
sen und der Anteil des Umfangs ist genau um einen Einheitskreis gréfer als
der Anteil des dualen Polygonzuges. Wenn wir nun die Konfiguration A
kontinuierlich nach B kontrahieren, kann sich jedes Stiick des dualen Zu-
ges nur verkiirzen. Der Grund ist einfach, daf8 sich Kreismittelpunkte nur
aufeinander zu bewegen. Die Gesamtldnge des dualen Polygonzuges kann
sich also nur verkiirzen, und da der Lingenunterschied konstant ist, gilt
dasselbe fiir den Umfang.

Jetzt sehen wir auch warum der Beweis nicht direkt gefiihrt werden kann:
individuelle Kreisstiicke des Umfangs konnen von links nach rechts wach-
sen, und ein Beispiel dafiir ist der Beitrag von Kreis 3 zum Umfang in Ab-
bildung 5.2. Obwohl individuelle Kreisstiicke zunehmen haben wir belegen
konnen, dafi der Gesamtumfang nicht zunimmt. Der Vollstindigkeit we-
gen erwdhnen wir die Moglichkeit von unzusammenhangenden Umfédngen
und der Anderung der kombinatorischen Beschreibung des Umfangs. Ohne
weiter ins Detail zu gehen sagen wir nur, daf$ das obige Argument auf diese
allgemeineren Umstédnde leicht erweitert werden kann.
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Abbildung 5.3. Die schattierten Teilflichen der Vereinigung von Kreisscheiben
gehoren zu den redundanten Termen der Flachengleichung. Die Punkte, Kanten und
Dreiecke der Zeichnung rechts entsprechen den Termen einer nicht-redundanten
Gleichung.

Teilkomplexe

Die erste Reaktion auf das Knesersche Kreisscheibenproblem ist
tiblicherweise Unglauben, dafs die Frage wirklich schwierig ist: “warum
konnen wir es nicht einfach mit dem Prinzip der Inklusion-Exklusion
beantworten?”. Obwohl es sich herausstellt, daf§ die Sache nicht so ein-
fach liegt, steht es dafiir sich mit diesem mathematischen Prinzip kurz
auseinanderzusetzen.

Vier Kreisscheiben

Das Prinzip von Inklusion-Exklusion sagt aus, daf3 die Fldche der Vereini-
gung von Kreisscheiben folgendermafien berechnet werden kann: addiere
die Einzelflichen, subtrahiere die Flichen der paarweisen Schnitte, addie-
re die Flachen der dreifachen Schnitte, und so weiter. Um dieses Resultat
formal hinzuschreiben, notieren wir die Flache von A; als F;, die Flache des
Durchschnittes A; N A; als F;j, und so weiter. Fiir die vier Kreisscheiben in
Abbildung 5.3 ergibt das

F = F+FKB+F+F
— Fig — Fi3— Fiy — Fys — Foy — F3y
+ Fia3 + Fiog + Fizg + Fhay

— Fio34.
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Von Abbildung 5.3 lesen wir Fi3 + Fiag4 = Fia3 4+ Fiz4 ab. In Worten,
die vier Summanden in der Gleichung fiir F' sind redundant. Jeder nicht-
redundante Term der verbleibenden Gleichung entspricht einem Element
des dualen Komplexes, der rechts von den vier Kreisen in Abbildung 5.3
gezeichnet ist. Die vier Punkte entsprechen den Kreisscheiben, die fiinf Kan-
ten entsprechen den nicht-redundanted paarweisen Schnitten, und die zwei
Dreiecke entsprechen den nicht-redundanten dreifachen Schnitten. Unser
Ziel ist nun, den Begriff des dualen Komplexes auf moglichst 6konomische
and natiirliche Art und Weise so zu erweitern, dafs seine Elemente eine
Flachengleichung ohne redundante Terme beschreiben. Wir miissen ein we-
nig ausholen.

Voronoi und Delaunay Komplexe

Wir bestimmmen fiir jeden Punkt z der Ebene den néchsten Mittelpunkt a;
eines Kreises in 4. Die Voronoi Region von a; ist die Menge aller Punkte
fiir die a; der nachste Mittelpunkt ist. Die Menge der Voronoi Regionen zer-
legen die Ebene wie in Abbildung 5.4 (Farbabbildungen: S. 146). Wenn zwei
Regionen tiberlappen, dann tun sie das entlang einer gemeinsamen Kante.
Wenn drei Regionen iiberlappen, dann tun sie das in einem gemeinsamen
Punkt. Im allgemeinen Fall treten keine anderen Uberlappungen auf. Die
Delaunay Triangulierung ergibt sich als duales Diagramm. Die a; sind Kno-
tenpunkte der Triangulierung. Zwei Punkte werden durch eine Kante ver-
bunden, wenn sich die zwei entsprechenden Voronoi Regionen tiberlappen.
Drei Punkte werden durch ein Dreieck verbunden, wenn sich die drei ent-
sprechenden Voronoi Regionen tiberlappen. Abbildung 5.4 (Farbabbildun-
gen: S. 146) zeigt die Delaunay Triangulierung tiber die Voronoi Regionen
gezeichnet.

Duale Komplexe

Der duale Komplex von A ergibt sich durch Selektion von Punkten, Kanten,
und Dreiecken der Delaunay Triangulierung. Eine Kante gehtrt zum dualen
Komplex, wenn die Uberlappung der zwei entsprechenden Voronoi Regio-
nen in die Vereinigung der Kreisscheiben hineinreicht. Ein Dreieck gehort
zum dualen Komplex, wenn der Punkt, in dem sich die drei entsprechenden
Voronoi Regionen {iiberlappen, in der Vereinigung der Kreisscheiben liegt.
Abbildung 5.5 (Farbabbildungen: S. 147) zeigt, wie die Kreisscheiben einen
Teilkomplex der Delaunay Triangulierung selektieren.
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Wir stellen uns vor, die Kreisscheiben, die den dualen Komplex defi-
nieren, wachsen kontinuierlich und gleichzeitig. Jede Scheibe deckt einen
wachsenden Teil des unverdnderten Voronoi Gebietes ab. Somit ergeben
sich immer mehr Berithrungspunkte und damit immer mehr Verbindungen
im dualen Komplex. Anders ausgedriickt macht der duale Komplex einen
zunehmenden Teilkomplex der Delaunay Triangulierung aus. Im Endstadi-
um des Wachstums nimmt der duale Komplex die ganze Delaunay Trian-
gulierung ein.

Inklusion-Exklusion Formeln

Mit der Einfithrung des dualen Komplexes ist die Berechnung der Fléche,
die eine endliche Menge von Einheitskreisscheiben abdeckt, denkbar ein-
fach: verwende den dualen Komplex als Indikator in der Auswahl und ad-
diere Einzelfldchen, subtrahiere paarweise Schnittflichen und addiere drei-
fache Schnittflachen. Wir behaupten diese Berechnung ergibt die Flache der
Vereinigung genau und nicht nur anndhernd. Warum das so ist, kann in
[Edelsbrunner, 1995] nachgelesen werden.

Wichtiger als der Beweis der Behauptung ist fiir uns die Einsicht, dafs das
angegebene Rezept zur Flachenberechnung wesentlich allgemeiner gilt als
nur fir Einheitskreisscheiben in der Ebene. Sei im weiteren A eine endli-
che Menge von Kugeln im d-dimensional Raum. Die Radien sind beliebig
und konnen alle verschieden sein. Wir verallgemeinern Voronoi Regionen,
indem wir die euklidische Distanz durch die Potenz ersetzen: die Potenz
eines Punktex z zu einer Kugel A; mit Mittelpunkt a; and Radius r; ist
mi(z) =|| x —a;? || —r}. Optisch verdndern sich dadurch die Voronoi Re-
gionen kaum, aufler dafy zwei Regionen nicht mehr genau in der Mitte zwi-
schen den Kugelmittelpunkten getrennt werden. Wenn wir Abbildung 5.5
(Farbabbildungen: S. 147) genauer untersuchen, sehen wir in der Tat ver-
schieden grofse Kreise und damit verallgemeinerte Voronoi Regionen in Ab-
bildung 5.4 (Farbabbildungen: S. 146). Die Delaunay Triangulierung ergibt
sich als duales Diagramm und der duale Komplex durch die Einschrankung
der dualen Korrespondenz auf die Vereinigung der Scheiben.

Fiir Kugeln in allgemeiner Lage im d-dimensional Raum ist der duale
Komplex eine Menge von Simplexen, deren Dimension zwischen 0 und d
variiert. Punkte sind 0-dimensional Simplexe, Kanten sind 1-dimensional
Simplexe, und so weiter. Kugelmengen in spezieller Lage konnen infinite-
simal in allgemeine Lage perturbiert werden. Geometrisch gesehen ist ein
Simplex der Dimension £ die konvexe Hiille von k£ + 1 Kugelmittelpunk-
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ten. Kombinatorisch gesehen ist derselbe Simplex die Menge der k + 1 ent-
sprechenden Kugeln. Um die allgemeine Volumsformel angeben zu kénnen
schreiben wir K = K (A) fiir den dualen Komplex, o fiir einen allgemeinen
Simplex in K, dim o fiir die Dimension von ¢, und (o fiir den Durchschnitt
der dim o + 1 Kugelnin o.

Satz: Das d-dimensionale Volumen der Vereinigung einer Menge A von Ku-
geln im d-dimensionalen Raum ist

Volumen(U A = Z(—l)dim”-VOIumen(ﬂo).

ceEK

Kurze Geschichte

Voronoi Regionen sind nach dem ukrainischen Mathematiker Gheorghis
Voronoi benannt [Voronoi, 1907]. Die Idee zur Aufteilung der Ebene durch
solche Regionen lafit sich allerdings wesentlich weiter in die Vergangenheit
zurtickverfolgen. Die vielleicht dltesten Belege sind Zeichnungen von René
Descartes aus dem siebzenten Jahrhundert. Die dualen Diagramme sind
nach dem russischen Mathematiker Boris Delone (auch Delaunay) benannt.
Dieser hat 1934 einen Artikel zu diesem Thema veroffentlicht und Gheorg-
his Voronoi gewidmet [Delaunay, 1934]. Die Geschichte der dualen Kom-
plexe beginnt 1983 mit einer Zusammenarbeit des Autors mit David Kirk-
patrick und Raimund Seidel [Edelsbrunner et al., 1983].

Die Idee, dafi die Fliche des Durchschnitts von Kreisscheiben durch
kurze Inklusion-Exklusions Formeln ausgedriickt werden kann, finden wir
erstmals bei Kratky [Kratky, 1978], der allerdings keine genaueren Anga-
ben zum Aussehen dieser Formeln gibt. Naiman und Wynn konkretisieren
Kratkys Idee und zeigen 1992, dafs die Simplexe der Delaunay Triangulie-
rung eine exakte Formel fiir die Vereinigung von Einheitskreisscheiben lie-
fern [Naiman und Wynn, 1992]. Die Verallgemeinerung auf beliebige Radi-
en und die Verbesserung von Delaunay Triangulierungen zu dualen Kom-
plexen geht auf die Arbeit [Edelsbrunner, 1995] des Autors dieses Artikels
zuriick.

Bausteine des Lebens

Die letzten Jahrzehnte zeigen tiberraschenderweise, daf die geometrische
Form eine Schliisselrolle in der Molekularbiologie spielt. Frei nach Rose
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hingt die Rolle eines Proteins in der grandiosen Oper des Lebens auf mo-
lekularer Ebene von genau einem ab, ndmlich ihrer Form [Rose, 1996]. Fiir
ein Proteinmolekiil folgt die Funktion der Form.

Atomkugel Modelle

Geometrische Modelle von Makromolekiilen sind anfangs der siebziger Jah-
re des zwanzigsten Jahrhunderts von Frederick Richards und seinen Stu-
denten eingefiihrt worden [Lee und Richards, 1971, Richards, 1977]. Der
Grundidee folgend wird jedem Atom ein geometrischer Bereich zugeord-
net und das Molekiil als Gesamtheit dieser Bereiche aufgefafit. In der ein-
fachsten Version ist jedes Atom eine Kugel und das Molekiil die Vereini-
gung dieser Kugeln. Die verbleibende Frage nach den Radien wird durch
Riickrechnung aus experimentellen Betrachtungen der van der Waals Krifte
beantwortet. Die Berechnungen eines eindeutigen van der Waals Radius
pro Atomtyp ist nicht unproblematisch, schon aus dem Grund, daf8 jede
Kraftauswirkung die Funktion von zumindest zwei Atomen ist. Trotzdem
wird dem van der Waals Modell von Molekiilen betrdchtliche Aufmerksam-
keit gewidmet und ist in jedem einschldgigen Einfithrungswerk zu finden
[Creighton, 1994].

Eine einfache Anderung der Radien erlaubt die Untersuchung des Verhal-
tens eines Molekiils innerhalb einer Losung. Fiir Wasserlosungen nahern
wir ein Wasserteilchen mit einer Kugel von Radius Ro an. Der Ort der
Mittelpunkte von Wasserteilchen, die ein gegebenes Molekiil iiberlappen,
ist dann die Vereinigung von Atomkugeln deren Radien um R, vergrofiert
wurden. Zum Beispiel ist das urspriingliche Molekiil in der Lage, Wasser-
teilchen einzufangen, wenn immer ihr um Ry vergrofiertes Modell Hohlen
im Inneren besitzt.

Locher

Eine interessante Frage von praktischer Relevanz ist die Charakterisierung
und Berechnung des Zusammenhangs von Molekiilen. Topologisch unter-
scheiden wir bei drei-dimensionalen Formen drei Arten von Lochern:

Hohlen im Inneren der Form, die vollstandig abgeschlossen und da-
durch von aufien nicht zuganglich sind,

Tunnels, die wie Flugbahnen durch die Form hindurch fithren, und
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Abbildung 5.6. Ein Skelett von 20 Kanten das dem linken Gebilde in Abbildung 5.8
entspricht.

Briiche, die die Form in zwei oder mehr Zusammenhangskomponen-
ten zerlegen.

Alle drei Arten von Lochern kénnen mathematisch als Riange von Homolo-
gie Gruppen eindeutig abgezédhlt werden. Wir verweisen auf das Buch von
Boltjanskij und Efremovi¢ als eine relativ leicht lesbare Einfithrung in topo-
logische Konzepte [Boltjanskij und Efremovi¢, 1986]. Bei gegebener Form
im drei-dimensionalen Raum sind Hohlen und Zusammenhangskompo-
nenten eindeutig geometrisch lokalisierbar und damit auch leicht abzihlbar.
Bei Tunnels ist der Sachverhalt anders, und es ist nicht ganz einfach einzu-
sehen, daf3 es eine eindeutig bestimmte Anzahl von Tunnels gibt. Wie viele
Tunnels hat zum Beispiel das linke Gebilde in Abbildung 5.8? Die abstrakte
Version dieses Gebildes ist ein Skelett von Kanten die Eckpunkte und Mit-
telpunkt eines Wiirfels wie in Abbildung 5.6 verbinden. Wir konnen die
Tunnels durch inkrementelles Hinzufiigen von Kanten abzéhlen. Die neun
Punkte werden bereits mit acht der Kanten zu einer einzigen Komponente
verbunden. Jede weitere Kante erzeugt einen Tunnel, also zdhlen wir insge-
samt 12. Das Verwirrende an Tunnels ist die Moglichkeit, sie in verschieden-
ster Reihenfolge zu durchfahren. In der Tat betrachten Homologie Gruppen
jeden moglichen Tunnel als die Kombination von Basistunnels. Verschiede-
ne Basen sind moglich, aber alle minimalen Basen sind gleich grof3.
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Taschen

Die algorithmische Berechnung von Léchern in Molekiilen verbindet sich
fiir den Autor mit einer interessanten Episode. Wie man sich vorstellen
kann, ist die Implementierung nicht ohne Aufwand, vor allem wenn Kor-
rektheit und Schnelligkeit notwendige Kriterien sind. Wir erweiterten auch
die Inklusion-Exklusion Formeln, um Locher zu messen. Nach all der Ar-
beit und investierten Zeit konfrontierten uns die Kollegen von der Biologie
mit der Tatsache, dafs Locher in Molekiilen, die zdhlen, gar keine Locher
im topologischen Sinn des Wortes sind. Vielmehr sind es die Vertiefun-
gen in der Oberfldche, die eine Rolle in der Interaktion zwischen Molekiilen
spielen. Wir bezeichnen solche Locher im weiteren als Taschen. Auf den
eigenartigen Gegensatz zwischen dem topologischen und den allgemein-
sprachlichen Gebrauch des Wortes Loch haben schon Casati und Varzi in ih-
rer philosophischen Abhandlung [Casati und Varzi, 1994] hingewiesen. Sie
fiihren einen taschendhnlichen Begriff ein, der aber mathematisch und algo-
rithmisch nicht weiter brauchbar ist.

Als Reaktion auf die Kritik der Biologen haben wir uns entschieden
einen kleinen Anteil von Geometrie in die Definition einer neuen Art von
Lochern einflielen zu lassen. Dazu betrachten wir den Wachstum des
Molekiils, der sich ergibt, wenn wir alle Kugelradien kontinuierlich und
gleichzeitig vergroflern. Eine Tasche verengt sich am Eingang und verwan-
delt sich in eine Hohle bevor diese verschwindet und von Kugeln vollig
tiberdeckt wird. Das zeitweilige Erscheinen von Hohlen unterscheidet Ta-
schen von weniger ausgepragten Vertiefungen. Abbildung 5.7 (Farbabbil-
dungen: S. 148) veranschaulicht den Begriff durch die Darstellung des ent-
sprechenden dualen Komplexes oben und der berandenden Kugeln unten.
Die technischen Details und die algorithmische Berechnung von Taschen
kann in [Edelsbrunner et al., 1998] nachgelesen werden.

Anwendungen

Um eine Definition zu rechtfertigen, miissen wir ihren theoretischen
oder praktischen Nutzen nachweisen. In diesem Fall suchen wir prak-
tische Rechtfertigung. Die computerunterstiitzte Untersuchung von Ma-
kromolekiilen und vor allem von Proteinen ist gliicklicherweise schon so
weit fortgeschritten, daf$ eine gute Anzahl von Konformationen offentlich
zugdnglich ist. Eine Konformation in diesem Zusammenhang ist eine de-
tailierte geometrische Beschreibung: jedem Atom ist eine Lokalitdt durch
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Abbildung 5.8. Jedes der drei Gebilde ist durch neun Kugeln im 3-dimensional
Raum vollstindig definiert. Die Kugelmittelpunkte beschreiben jeweils die acht
Ecken und den Mittelpunkt eines Wiirfels. Die Kugelradien nehmen von links nach
rechts ab.

Ort des Zentrums und Radius im drei-dimensionalen Raum zugeschrieben.
Wir konnten also unsere Software dazu verwenden, diese Konformationen
neu algorithmisch zu studieren. Die Ergebnisse der Untersuchung von 51
Proteinen sind in [Liang et al., 1998] verdffentlicht. Es seien hier nur einige
wenige Resultate erwéhnt.

Das wichtigste Ergebnis ist, daf$ in ungefahr 80 Prozent der Fille das Ak-
tivgebiet des Proteins mit der Tasche des grofiten Volumens tibereinstimmt.
Damit haben wir ein rein geometrisches Kriterium gefunden, das mit gu-
ter Wahrscheinlichkeit und automatisch die wichtigste Stelle eines Prote-
ins identifiziert. Es stellt sich heraus, daf§ in vielen Fillen das Aktivgebiet
noch von kleineren Taschen in der nahen Umgebung unterstiitzt wird. Die-
se konnen, miissen aber nicht bei einer Molekiilanlagerung beteiligt sein. Es
ist auch interessant, daf grofiere Proteine statistisch gesehen keine gréfleren
aber dafiir mehr Taschen aufweisen. Die in Abbildung 5.7 (Farbabbildun-
gen: S. 148) dargestellte HIV-1 Protease hat die uniibliche Eigenschaft, daf3
die Konformation sich stark verformen und dadurch eine Tasche von sehr
variabler Grofie erzeugen kann.

Form und Formenraum

Die Untersuchung von Molekiilen deutet schon darauf hin, daf8 es nicht
reicht, nur statische Form zu untersuchen. Wir miissen die Variabilitit, die
sich mit der Moglichkeit der Verformung ergibt, mit ins Kalkiil ziehen.
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Glatte Oberfliichen

Bevor wir uns in die Behandlung von sich kontinuierlich verdndernder
Form stiirzen, betrachten wir die Modelierung von Formen mit glatter
Oberfliche. Wir verwenden wiederum Kugeln, erzeugen aber automa-
tisch Blendfliachen, die scharfe Kreisrdnder an Schnittstellen zwischen Ku-
geln tiberbriicken, siehe Abbildung 5.8. Wir verwenden ausschliefslich ein-
schalige und zweischalige rotationssymmetrische Hyperboloide sowie kon-
kave Kugelflichen. Zusammen mit den konvexen Kugelflichen der er-
zeugenden Kugeln macht das unser Repertoir von elementaren Teilflichen
aus. Wir {iberspringen die mathematischen Details der Konstruktion, die in
[Edelsbrunner, 1999] nachgelesen werden kénnen. Die wichtigsten Eigen-
schaften sind wie folgt.

(1) Die Oberflache hat keinen Rand und begrenzt damit immer einen drei-
dimensionalen Korper.

(2) Die Tangentialebene ist tiberall definiert und variiert kontinuierlich.

(3) Die Kriimmung ist iiberall definiert und die lokal maximale ein-
dimensionale Kriimmung variiert kontinuierlich.

(4) Die Fldche ist symmetrisch beziiglich innen und aufien, was bedeu-
tet, dafd die genau selbe Fldche von zwei verschiedenen Mengen von
Kugeln erzeugt wird.

Eigenschaft (4) sollte sich in der Modellierung von Interaktionen zwischen
Molekiilen als relevant herausstellen. Eine Ausnahme zu Eigenschaften
(2) und (3) wird durch das mittlere Gebilde in Abbildung 5.8 aufgezeigt.
Im Grenzfall zwischen einschaligem und zweischaligem Hyperboloid er-
gibt sich ein Doppelkegel an dessen Spitze Tangentialebene und Kriimmung
nicht definiert sind. Wie wir bald sehen werden sind solche Spitzen notwen-
dig, um die Topologie der Form ohne ruckartige Bewegung zu verdndern.

Topologische Verwandlung

Wir verwenden das glatte Oberflachenmodell fiir geometrische Formen und
untersuchen die Art und Weise wie eine Form ihren topologischen Zusam-
menhang durch kontinuierliche Verformung verdndert. Wir beschranken
uns zundchst auf Verformung durch Wachstum. Wir erkennen vier topo-
logieverdndernde Operationen, von denen eine in Abbildung 5.8 sichtbar
ist.
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Erscheinung. Eine neue Komponente der Form erscheint aus dem Nichts,
zundchst als Punkt, dann als wachsende Kugel, und schlufSendlich als
moglicherweise kompliziertes Gebilde.

Verbindung. Es bildet sich eine Briicke zwischen zwei Komponenten oder
zwischen vorher getrennten Teilen derselben Komponente. Wenn wir
Abbildung 5.8 von links nach rechts lesen sehen wir die simultane Bil-
dung von zwolf Briicken, alle zwischen verschiedenen Teilen dersel-
ben Komponente.

Zuschiittung. Ein Tunnel verengt sich zu einem Punkt und verschwindet.
Geometrisch ist der Tunnel durch ein einschaliges Hyperboloid mo-
deliert. Im Augenblick der Verengung zu einem Punkt mutiert dieses
zu einem Doppelkegel und im weiteren zu einem zweischaligen Hy-
perboloid.

Auffiillung. Eine Hohle im Inneren der Form verkleinert sich und ver-
schwindet. Kurz vor dem Verschwinden sehen wir eine leere Kugel,
die sich zu einem Punkt zusammenzieht.

Die vier Operationen entsprechen vier weiteren inversen Operation in der
umgekehrten Zeitrichtung. Wir erkennen grundlegende Symmetrien indem
wir auch den Ort umkehren. Genauer gesagt tauschen wir eine Form mit ih-
rem Komplement (dem Aufien) und lesen die Geschichte verkehrt. Durch
die Umdrehung der Zeitrichtung kehrt sich das Wachstum in sein Gegen-
teil, aber durch Umdrehung des Ortsinnes ergibt sich wiederum Wachstum.
Allerdings kehrt sich Erscheinung in Auffiillung und umgekehrt. Verbin-
dung kehrt sich in Zuschiittung und umgekehrt. Damit verstehen wir alle
acht Operationen als symmetrische Varianten von nur zwei Grundtypen.
Dem mathematisch gebildeten Leser wird der Morse-theoretische Hinter-
grund [Milnor, 1963] in der Beschreibung der Operationen nicht verborgen
bleiben.

Kanonische Verformung

Obwohl Bewegung wesentlich allgemeiner ist als reines Wachstum, ergeben
sich keine neuen topologieverdandernden Operationen. Eine allgemeine Ver-
formung kann durch kontinuierliche Verschiebung und Groéfiendnderung
der definierenden Kugeln erzeugt werden.

Abbildung 5.9 (Farbabbildungen: S. 149) illustriert eine Verformung in
der Ebene. Die Ausgangsform ist durch vier Kreise definiert und verandert
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sich in die durch drei Kreise definierte Endform. Die Punkte, Kanten, Drei-
ecke und Vierecke beschreiben den dualen Komplex der ebenfalls eine Se-
quenz von Verdnderungen durchlduft. Wir sehen, daf8 der duale Komplex
im Inneren der Form zu liegen kommt und zu jedem Zeitpunkt densel-
ben topologischen Zusammenhang aufweist. Im Unterschied zur konti-
nuierlichen Verformung der glatten Form durchlduft der duale Komplex
eine diskrete Sequenz von kombinatorisch verschiedenen Zustdnden. Die
Erscheinung korrespondiert mit der Erzeugung eines neuen Knotenpunk-
tes im dualen Komplex. In dhnlicher Weise korrespondieren Verbindung,
Zuschiittung, und Auffiillung mit der Einfligung einer neuen Kante, ei-
nes neuen Dreiecks, eines neuen Tetraeders in den dualen Komplex. Vom
algorithmischen Gesichtspunkt ist diese Korrespondenz zwischen glattem
Oberflichenmodell und dualem Komplex von erstrangiger Bedeutung. Erst
durch sie werden Anderungen in der Topologie vorhersagbar und kénnen
rechtzeitig verarbeitet werden. Weitere Details der Berechnung von Verfor-
mungen im zwei-dimensionalen Fall sind in [Cheng S.-W. et al., 1998] be-
schrieben.

Formenraum

Die in Abbildung 5.9 (Farbabbildungen: S. 149) illustrierte Verformung ist
das Ergebnis einer kanonischen Bewegung von Ausgangs- zu Endform.
Wir ersparen dem Leser die Details erwdhnen aber, daff die Verformung
nichts mit physikalischen Kréften oder Ahnlichem zu tun hat. Sie be-
ruht einzig und allein auf der geometrischen Interpretation von allgemei-
ner drei-dimensionaler Form als die Projektion einer Sektion eines vier-
dimensionalen konvexen Korpers. Die Verformung kann dann durch kon-
vexe Verbindung von zwei solchen Korpern, die in parallelen Hyperebenen
im flinf-dimensionalen Raum eingebettet sind, erzeugt werden. Wie auch
immer. Einzelheiten konnen in [Cheng H.-L. et al., 1998] nachgelesen wer-
den. Wichtig ist einzusehen, daf$ eine kanonische Verformung einen For-
menraum erzeugt.
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Abbildung 5.10. Eine schematische Darstellung eines zwei-dimensional Formen-

raumes aufgespannt von drei Grundformen. Der Wiirfel symbolisiert den unend-
lich-dimensionalen Raum in dem der Formenraum eingebettet ist.

Die Verformung zwischen zwei Formen erzeugt einen ein-dimensionalen
Formenraum, ndmlich das Zeitintervall der Verformung und mit jedem
Zeitpunkt die zugeordnete Form. Wir weiten die paarweise kanonische Ver-

formung auf k£ + 1 > 2 Basisformen aus. Der Fall k£ + 1 = 3 ist in Abbildung
5.10 schematisch dargestellt.

Die Punkte Xo, X1, X, reprasentieren die drei Basisformen. Die drei Kan-

ten des Dreiecks reprdasentieren die paarweise Verformung zwischen Xg
und X;, X; und X5, und X5 und Xy. Ein Punkt im Inneren des Drei-
ecks kann durch die Verbindung eines Eckpunktes mit einem Punkt der ge-

gentiberliegenden Kante erreicht werden. In anderen Worten, wir halten die
Verformung von X; zu X» in der Mitte an und verformen diese gemischte

Form zu X, unterbrechen aber wiederum die Verformung friihzeitig und
zwar genau am Zielpunkt im Inneren des Dreiecks.

Derselbe Punkt kann auf zumindest drei verschiedenen Wegen erreicht

werden. Die Verformung ist nun so definiert, daf8 die erzeugte gemisch-
te Form immer dieselbe ist. Somit erhalten wir in der Tat einen zwei-

dimensionalen Raum von Formen. Bei k£ + 1 Basisformen erhalten wir einen
k-dimensionalen Teil des unendlich-dimensionalen Formenraumes der be-

reits bei Riemann eine Rolle in der Einfithrung von abstrakten Mannigfal-
tigkeiten gespielt hat [Riemann, 1868].

169



Literatur

[Bollobas, 1968] Bollobés, B. (1968) Area of the union of disks. Elem. Math.
23, 60-61.

[Boltjanskij und Efremovi¢, 1986] Boltjanskij, V. G. und Efremovic,
V. A. (1986). Amnschauliche kombinatorische Topologie. Vieweg, Braun-
schweig/Wiesbaden, Deutschland.

[Casati und Varzi, 1994] Casati R. und Varzi, A. C. (1994). Holes and Other
Superficialities. MIT Press, Cambridge, Massachusetts.

[Cheng H.-L. et al., 1998] Cheng, H.-L., Edelsbrunner H. und Fu P. (1998).
Shape space from deformation. In Proc. 6th Pacific Conf. Comput. Graphics
Appl., 1998, 104-113.

[Cheng S.-W. et al., 1998] Cheng, S.-W., Edelsbrunner, H., Fu P. und Lam,
K.-P. (1998). Design and analysis of planar shape deformation. In Proc.
14th Ann. Sympos. Comput. Geom., 1998, 29-38.

[Creighton, 1994] Creighton, T. E. (1994). Proteins. Structures and Molecular
Principles. Freeman, New York.

[Delaunay, 1934] Delaunay, B. (1934). Sur la sphere vide. Izv. Akad. Nauk
SSSR, Otdelenie Matematicheskii i Estestvennyka Nauk 7, 793-800.

[Edelsbrunner, 1995] Edelsbrunner, H. (1995). The union of balls and its du-
al shape. Discrete Comput. Geom. 13, 415-440.

[Edelsbrunner, 1999] Edelsbrunner, H. (1999). Deformable smooth surface
design. Discrete Comput. Geom. 21, 87-115.

[Edelsbrunner et al., 1998] Edelsbrunner, H., Facello M. A. und Liang, J.
(1998). On the definition and the construction of pockets in macromo-
lecules. Discrete Appl. Math. 88, 83-102.

[Edelsbrunner et al., 1983] Edelsbrunner, H., Kirkpatrick, D. G. und Seidel,
R. (1983). On the shape of a set of points in the plane. IEEE Trans. Inform.
Theory 29, 551-559.

[Galilei, 1960] Galilei (1960). The assayer. In The Controversy on the Comets of
1618, Drake, S. und O'Malley, C. D., Hrsg., Univ. Pennsylv. Press, Phil-
adelphia, 151-336.

170



[Klee und Wagon, 1991] Klee, V. und Wagon, S. (1991). Old and New Unsol-
ved Problems in Plane Geometry and Number Theory. Math. Assoc. Amer.,
Dolcini Math. Exp. 11.

[Kneser, 1955] Kneser M. (1955). Einige Bemerkungen tiber das Minkowski-
sche Flachenmass. Arch. Math. 6, 382-390.

[Kratky, 1978] Kratky, K. W. (1978). The area of intersection of n equal cir-
cular disks. J. Phys. A: Math. Gen. 11, 1017-1024.

[Lee und Richards, 1971] Lee, B. und Richards, F. M. (1971). The interpreta-
tion of protein structures: estimation of static accessibility. J. Mol. Biol. 55,
379-400.

[Lewandowski et al., 1983] Lewandowski, J. L., Liu J. W. S. und Liu, C. L.
SS/TDMA time slot assignment with restricted switching modes. IEEE
Transactions on Communications, COM-23, 149-154.

[Liang et al., 1998] Liang, J., Edelsbrunner, H. und Woodward, C. (1998).
Anatomy of protein pockets and cavities: measurement of binding site
geometry and implications for ligand design. Protein Science 7, 1884-1897.

[Milnor, 1963] Milnor, J. (1963). Morse Theory. Annals Math. Studies, Prince-
ton Univ. Press.

[Naiman und Wynn, 1992] Naiman, D. Q. und Wynn, H. P. (1992).
Inclusion-exclusion-Bonferroni identities and inequalities for discrete
tube-like problems via Euler characteristics. Ann. Statist. 20, 43-76.

[Richards, 1977] Richards, F. M. (1977). Areas, volumes, packing, and pro-
tein structures. Ann. Rev. Biophys. Bioeng. 6, 151-176.

[Riemann, 1868] Riemann, B.(1868). Uber die Hypothesen, welche der Geome-
trie zugrunde liegen. Abh. Konigl. Ges. Wiss. Gottingen 13.

[Rose, 1996] Rose, G. D. (1996). No assembly required. The Sciences 36, 26—
31.

[Thue Poulsen, 1954] Thue Poulsen, E. (1954). Problem 10. Math. Scand. 2,
346.

[Voronoi, 1907] Voronoi, G. (1907, 1908). Nouvelles applications des pa-
rametres continus a la théorie des formes quadratiques. J. Reine Angew.
Math. 133 (1907), 97-178, und 134 (1908), 198-287.

171






Irrfahrten
Wolfgang Woess

Einleitung

Wie im Einladungstext zum Symposium erklédrt wird, hat die Kunstwelt seit
jeher ein starkes Interesse an den formal-dsthetischen Aspekten der Mathe-
matik. (Hier ist anzumerken, daf$ der Mathematiker dabei mitunter den
Eindruck hat, daf} hier vom Kiinstler Dinge “mystifiziert” werden, die fiir
ihn selbst ganz und gar nicht geheimnisvoll sind.)

Umgekehrt ist in der Mentalitdt des Mathematikers der &sthetische
Aspekt aus seiner Forschung nicht wegzudenken. Natiirlich wird die
personliche Mischung von Asthetik und Zweckdenken fiir jeden von uns
verschiedem sein.

Im Bild, das sich die Oﬁentlichkeit von der Mathematik macht, hat aber der
kiinstlerische Aspekt kaum Platz. Ich erinnere mich, wie eine befreundete
Kiinstlerin (Musikerin) die Existenz eines solchen kiinstlerischen Aspektes
strikt abgelehnt hat: die Mathematik sei zu rigide, um spontane Intuition -
wesentlicher Bestandteil der kiistlerischen Kreativitit - zuzulassen.

Nattirlich ist das falsch. Aber hier handelt es sich um ein intrinsisches
Problem der Mathematik: es ist unheimlich schwer, mit Nichtmathemati-
kern iiber die Inhalte der eigenen Forschung zu komunizieren, den meisten
bleibt es unverstidndlich, was ein Mathematiker forschen kann und dafs es
tiberhaupt noch etwas zu forschen gibt.

Viele haben nur die negative Erinnerung aus der Schule behalten, wo sie
die Mathematik als mehr oder weniger unverstindliche Sammlung von seit
eh und je bekannten Formeln erlebt haben, oder als Disziplinierungsmittel
unbotmaéfiger Schiiler.

Es handelt sich hier also um eine Kunst, die nur ein begrenztes Publikum
hat. Es haben auch andere moderne Kunstformen, z.B. moderne Musik oder
auch Medienkunst, nur ein begrenztes Publikum, und hie wie da gibt man
sich letzten Endes mit der Anerkennung der Fachwelt als Mafistab des Er-
folges zufrieden.

Hiezu kommt, daf8 es heute dem Mathematiker selbst eigentlich nicht er-



laubt ist, den kiinstlerischen Aspekt seiner Arbeit offen zuzulassen. Die
Universitdten und die Forschung sind fast ausschliefllich auf Aspekte der
unmittelbaren Wirtschaftlichkeit reduziert. Wobei man den Eindruck hat,
daf3 die “Médzene” der Wissenschaft - also Regierung und Politiker - in Zeit-
spannen von der Dauer einer Legislaturperiode denken und den materiellen
Profit der Forschung entsprechend rasch erwarten.

Die Grundlagenficher geraten da in die Defensive, und nur selten wer-
den Mathematiker sich ein 6ffentliches Bekenntnis zum formal-dsthetischen
Aspekt ihrer Forschung erlauben.

Thema dieser Veranstaltung ist aber sicher nicht die industrielle Verwert-
barkeit meines Faches. Ich mochte in meinen Ausfithrungen aus meinem
Arbeitsgebiet erzdhlen; dabei werde ich nicht vorrangig auf die neuesten
Resultate meiner eigenen Forschung eingehen, sondern versuchen, ausge-
hend von einfachen Beispielen einen Faden zu spinnen, um neben rein
mathematischen Inhalten ansatzweise auch Denkweise und Rezeption zu
erldutern. Ganz bewufst werde ich in meiner Darstellung die genannte “in-
dustrielle Verwertbarkeit” komplett ausklammern.

Irrfahrten in endlichen und unendlichen Strafien

Bei den Irrfahrten denken manche wahrscheinlich zuerst and Homer und
Odysseus. Hier geht es aber um eine gewisse Art von Zufallsprozessen;
mein Arbeitsgebiet bewegt sich in einem Dreieck:

Analysis Wahrscheinlichkeitstheorie
(Potentialtheorie) ® * (Markovketten)

Strukturtheorie (Gruppen, Graphen, Geometrie)

Beispiel 1: Irrfahrt des Betrunkenen. Ein Betrunkener will aus einem Gasthaus
heimkehren. Das Gasthaus liegt an einer geraden Strafle; an einem Ende
befindet sich ein See, am anderen das Wohnhaus des Betrunkenen. Der Be-
trunkene erinnert sich nicht an die richtige Richtung. Er macht einen Schritt
nach links oder rechts mit gleicher Wahrscheinlichkeit (1/2), dann halt er
inne. Ohne sich zu erinnern, woher er beim letzten Schritt gekommen war,
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irrt er in dieser Weise weiter: einen Schritt nach rechts oder links, mit glei-
cher Wahrscheinlichkeit 1/2. Erreicht er den See, so féllt er hinein und er-
trinkt; kommt er zu Hause an, so bleibt er dort und schlift seinen Rausch
aus. Frage: mit welcher Wahrscheinlichkeit ertrinkt der Betrunkene, und
mit welcher Wahrscheinlichkeit erreicht er sein Haus?

PN
og| .
Abbildung 6.1.

Zur Berechnung formalisieren wir: wir nehmen an, dafs jeder Schritt des
Betrunkenen gleich lang ist. Sein Haus ist vom See n Schritte entfernt, das
Gasthaus k Schritte. Die moglichen Positionen des Betrunkenen entspre-
chen den Zahlen 0,1,...,n — 1,n (der Abstand vom See, in Schritten). Be-
findet sich der Betrunkene in Position i (zwischen 1 und n — 1), so fiithrt sein
néchster Schritt mit Wahrscheinlichkeit 1/2 nach i — 1, und mit Wahrschein-
lichkeit 1/2 nach i 4+ 1. (Man kann sich vorstellen, dafs er vor jedem Schritt
eine Miinze wirft, um {iber die Richtung zu entscheiden.) Die Positionen 0
(See) und n (Haus) sind sogennante absorbierende Zustdnde: einmal dort
angelangt, ist die Wahrschienlichkeit dort zu bleiben gleich 1.

Wir schreiben w(7) fuir die Wahrscheinlichkeit, da8 der Betrunkene, aus-
gehend von Position i, jemals nach Hause kommt. Dann ist w(0) = 0, da 0
fur den absorbierenden Zustand “See” steht, von dem aus es unmoglich ist
(Wahrscheinlichkeit 0), das Haus zu erreichen. Weiters ist w(n) = 1 (die 1
steht fiir “mit Sicherheit”), da der Betrunkene dann ja schon zu hause ist.

Fur i zwischen 1 und n — 1 fithrt der erste Schritt jeweils mit Wahrschein-
lichkeit 1/2 nach i — 1 oder i 4 1, von wo aus das Haus dann irgendwann
erreicht werden soll. Dies driickt sich durch die Beziehung

w(i) = %w(i 14 %w(i +1).

Diese Gleichung nennt man eine lineare Rekursion; mit den Anfangswerten
w(0) = 0 und w(n) = 1 ist sie leicht zu l6sen, und man findet w(i) = i/n.
Das Gasthaus steht an der Position k, also ist

k

k
Winach hause] = —, und analog W]ertrinken] =1 — —.
n n
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Beispiel 2: Irrfahrt entlang einer unendlich langen Straffe. Wir lassen nun den
See und das Haus unendlich weit in die Ferne riicken, d.h., verschwin-
den, sodafs wir es mit einer unendlich langen Strasse zu tun haben. Die
Positionen werden nun mit den (negativen und positiven) ganzen Zahlen
beschrieben, der Betrunkene startet in einem Punkt (z.B. in der Position 0).
Die “Spielregel” ist dieselbe wie vorhin: wo immer der Betrunkene gerade
ist, bleibt es dem Zufall iiberlassen, ob er den niachsten Schritt nach links
oder rechts macht (jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2).

Abbildung 6.2.

Bevor ich ndher darauf eingehe, hier eine Anmerkung zum Unendlichen. Vor
langerer Zeit habe ich mich mit einem Freund (angehender Arzt) {iber meine
Arbeit unterhalten. Ich erklirte ihm, dafs ich mich mit Irrfahrten auf unend-
lichen Strukturen beschéftige. Er war zunédchst sehr fasziniert, dann aber
auch enttduscht, weil er sich vorgestellt hatte, dafs meine Arbeit in aller-
hand philosophischen Spekulationen iiber das Unendliche bestehe. Solche
Begriffe sind aber fiir uns nicht Gegenstand philosophischer Spekulation,
sondern durch eine sinnvolle Axiomatik gegeben, werden in der Arbeit vor-
ausgesetzt und sind sozusagen tédgliches Brot des Mathematikers.

Ahnlich erinnere ich mich, wie ich als 12-jahriger von der Frage nach der
Existenz einer - physisch existierenden - vierten Dimension fasziniert war.
Fiir den Mathematiker ist das Rechnen, das Arbeiten in 4 oder 5 Dimensio-
nen genauso hattirlich wie in in 2 oder 3. Es besteht keine Notwendigkeit
zur Speklulation hieriiber, im Denkgebdude haben héhere Dimensionen ih-
ren selbverstdndlichen Platz. Aber natiirlich handelt es sich dabei nicht um
eine 4. Dimension im Sinne einer physikalisch zu erforschenden Realitit.

Zurtick zur Irrfahrt entlang der unendlichen Strafle. Dies ist ein Zu-
fallsprozefs: wir haben es mit einer zeitlichen Abfolge von zufélligen Ereig-
nissen (den einzelnen Schritten) zu tun, die durch ein gewisses “Gesetz”
beschreiben werden (jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 nach links oder
rechts; wir konnten uns auch ein anderes Gesetz vorstellen, z.B. mit Wahr-
scheinlichkeit 1/3 nach rechts und 2/3 nach links). Wir schreiben Z,, fiir die
zuféllige Position zum Zeitpunkt n; die Zeit ist hier diskret, also in ganzen
Einheiten, eine Zeiteinheit ist ein Schritt des Irrfahrers.

Im Vergleich mit Beispiel 1 werden in der unendlichen Strafie die Frage-
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stellungen ganz anders! See und Haus sind verschwunden, die Umgebung
ist sozusagen monotoner. Die erste typische Frage betrifft die Riickkehr zum
Ausgangspunkt. Man nennt die Irrfahrt rekurrent, wenn es sicher ist, dafs
der Betrunkene irgendeinmal zum Ausgangspunkt zuriickkehrt. “Sicher”
bedeutet, dafl die Wahrscheinlichkeit zurtickzukehren gleich 1 ist. Andern-
falls nennt man den Zufallsprozefs transient.

Bevor wir beantworten, ob die Irrfahrt entlang der unendlichen Strasse
rekurrent oder transient ist, wollen wir das Problem noch auf andere Weise
formulieren.

Wenn es sicher ist, dafs der Irrfahrer einmal zum Ausgangspunkt
zuriickkehrt, so ist es auch sicher, daf$ er ein zweites, drittes, ... Mal wie-
derkehrt. Wir sind also sicher, unendlich oft zum Ausgangspunkt zurtick-
zukehren:

W[Z, =0 unendlichoft] =1.

Damit gleichwertig ist auch, daf$ im Verlauf der Zeit die mittlere Anzahl der
Besuche im Ausgangspunkt unendlich groff wird. Das heifit, wir betrach-
ten die Zufallsgrole N, deren Wert die Anzahl jener Zeitpunkte n ist, fiir
die Z, = 0 (die Ausgangsposition). N ist eine ganze Zahl oder +o00. Der
Mittelwert oder Erwartungswert E(NV) ist die Summe {iber alle Ausdriicke
n - WIN = n]. Er stimmt tiberein mit dem Ausdruck

i W[Z, = 0].
n=0

Im transienten Fall ist hingegen die Wahrscheinlichkeit, (mindestens) ein-
mal zurtickzukehren eine Zahl p < 1, die Wahrscheinlichkeit, (mindeste-
stens) zweimal zuriickzukehren < p?, die Wahrscheinlichkeit, (mindeste-
stens) n mal zuriickzukehren < p”, also im Grenzwert

W[Z, =0 unendlich oft] = 0;

weiters ist im transienten Fall der Erwartungswert E(IV) eine endliche Zahl.
Dies konnen wir nun zur Beantwortung der Frage nach Rekurrenz oder
Transienz beantworten. Es ist eine einfache kombinatorische Aufgabe nach-

zuweisen, daf3
1 /2n 1
Z n— = — ~ .
Wiz 0] 4n < n > VT

(Zu einem ungeraden Zeitpunkt kann man nicht zum Ausgangspunkt
zurtickkehren.) Das Symbol ~ bedeutet hier “hat die Grésenordnung von”
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(der Quotient zwischen linker und rechter Seite strebt gegen 1, wenn n —
00.) Die Reihe 3, \/+_n divergiert (= 00), also ist die Irrfahrt rekurrent.

Beispiel 3: zweidimensionales Straflennnetz. Die Beispiele 1 und 2 wurden
schon von Lord Rayleigh im letzten Jahrhundert studiert. Wir spinnen nun
die Gedanken weiter, so wie es der ungarische Mathematiker Georg Pélya in
einer Arbeit tat, die 1921 in den Mathematischen Annalen unter dem schonen
Titel “Uber eine Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung betreffend die
Irrfahrt im StrafSennetz” erschien.

Abbildung 6.3.

Wir stellen uns ein unendliches, rechtwinkeliges, zweidimensionales Stra-

Bennetz (Gitter) vor. In jedem Kreuzungspunkt sind die Ubergangswahr-

scheinlichkeiten 1/4 in jede der vier Richtungen (Nord, Siid, Ost, West).

Entsprechend der zufillig gewdhlten Richtung geht der Irrfahrer bis zur

nichsten Kreuzung, wo er dann wieder iiber den ndchsten, zufilligen

Schritt entscheidet (z.B. indem er einen Tetraeder wirft, oder zwei Miinzen).
Man findet leicht

1
W[Zyp, =0] ~ —.
™n
— 1
Die Reihe E P divergiert. Die Irrfahrt ist rekurrent.
™
n=1

Wie sieht es in hoheren Dimensionen aus?

Beispiel 4: d-dimensionales Straflennetz. Im dreidimensionalen Stralennetz hat
jeder Kreuzungspunkt 6 Nachbarpunkte (Nord, Siid, Ost, West, Oben, Un-
ten); im d-dimensionalen Strafiennetz (oder Gitter) hat jeder Punkt 2d Nach-
barn. In jedem Kreuzungspunkt wéahlt der Irrfahrer mit Wahrscheinlichkeit
1/2d einen der Nachbarpunkte aus; dorthin fiihrt der nédchste Schritt, usw.
Wir fragen wieder nach der Riickkehrwahrscheinlichkeit. Die Antwort gibt
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der folgende Satz [Pélya, 1921]:
Im d-dimensionalen Straflennetz gilt

Dabei ist Cy eine von der Dimension d abhidngige Konstante. Fiir d > 3 ist
daher

> W[Zay = 0] < 00,
n=0
die Irrfahrt ist transient! Wie wir wissen, ist dies damit gleichbedeutend, daf3

Wikeine Riickkehr] > 0 und WJ[Z,, =0 unendlich oft] =0.

Weiters damit gleichwertig: fiir jede endliche Menge A von Kreuzungs-
punkten im StrafSennetz (d-dim. Zahlengitter) ist

W][Z,, besucht A nur endlich oft] =1

Also in verliert sich der Zufallspunkt Z,, fiir zunehmendes n in gewissem
Sinne in den undendlichen Weiten des Raumes.

Wir sehen einen drastischen Unterschied zwischen Dimension 2 und Di-
mension 3: im Zweidimensionalen ergeht es dem Irrfahrer 4hnlich wie dem
Verdurstenden in der Wiiste, der nach einigem Herumirren auf Fufispuren
stoB3t und hofft, die Rettung zu finden; in Wirklichkeit hat er aber seine ei-
genen Spuren wiedergefunden und irrt im Kreis. Im Dreidimensionalen
hingegen verliert sich der Irrfahrer zu den “Grenzen” des Alls.

Damit ist fiir den Mathematiker zwar rein rechnerisch ein Problem geldst,
aber damit allein gibt er sich nicht zufrieden. Warum ist das so? Wie kann
man ein besseres Verstindnis des Phanomens erlangen? — Man verallgemei-
nert, sucht, das Problem in einen grofieren Zusammenhang zu stellen, ent-
wirft ein weiterreichendes Modell, in dem das zwei- und dreidimensionale
Gitter als Speziallfédlle vorkommen. Man will sozusagen zurticktreten und
die Frage aus einer weiteren Perspektive betrachten!

Irrfahrten in unendlichen Graphen

Wir wollen uns nun kompliziertere unendliche Strafiennetze vorstellen. Ein
Straflennetz beschreiben wir als einen Graphen, also eine Menge X von
Punkten oder Knoten (die “Kreuzungen”) und Verbindungsstiicken zwi-
schen Punkten, den Kanten des Graphen. Jede Kante hat zwei Endpunkte,
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die dann als Nachbarn bezeichnet werden. Der Graph soll zusammenhiingend
sein: fiir je zwei Punkte gibt es einen Weg entlang von Kanten, der die bei-
den verbindet. Natiirlich kann es auch mehr als einen Weg geben. Aufler-
dem wird hier nur von lokalendlichen Graphen die Rede sein: von jedem
Punkt = gehen nur endlich viele Kanten aus; deren Anzahl deg(z) ist der
Grad von z.

Der Zufallsprozef, den wir untersuchen wollen, ist wieder die sogenann-
te einfache Irrfahrt auf (oder in) dem Graphen X . Die Ubergangswahrschein-
lichkeiten sind

p(z,y) = 1/deg(x), falls y zu = benachbart ist, andernfalls p(z, y) = 0.

Abbildung 6.4

Abbildung 6.5

Befindet sich also der Irrfahrer zu irgendeinem Zeitpunkt im Knoten z, so
wdhlt er nach dem Zufallsprinzip (Gleichverteilung) einen Nachbarn von
x aus (mit Wahrscheinlichkeit 1/deg(z)), zu dem dann der néchste Schritt
fuhrt.
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Wir bezeichnen wieder mit Z,, die zufillige Position zum Zeitpunkt n.
Die generelle Fragestellung ist dann: was kann man iiber den Zusammen-
hang zwischen der Struktur des Graphen X und dem zeitlichen Verhalten
der Irrfahrt Z,, aussagen?

Abbildungen 6.4 und 6.5 sind zwei Beispiele von unendlichen Graphen,
die eine andere Struktur als die d-dimensionalen Gitter haben.

Irrfahrten, elektrische Netzwerke und Rohrsysteme

Wir schreiben E(X) fiir die Kantenmenge unseres Graphen X. Wir interpre-
tieren nun jede Kante Kante e in E(X) nicht als Stralenstiick, sondern als
Leiterkabel mit elektrischem Widerstand 1 Ohm. Wenn wir wollen, konnen
wir uns die Kante auch als 1 Meter langes Rohr vorstellen, dessen Quer-
schnitt “genormt” ist (z.B. 10cm). An den Knoten von X sind die Kabel, bzw.
Rohre verbunden. Wir wollen nun Strom durch das elektrische Netzwerk,
beziehungsweise Wasser (oder besser eine “ideale” nicht komprimierbare
Fliissigkeit) durch das Rohrsystem schicken.

Um einen Fluf§ im Netzwerk zu formalisieren, legen wir zunédchst fiir jede
Kante e eine Orientierung fest, sodafs wir von einem Anfangsknoten e~ und
einem Endknoten e in X sprechen kénnen. Ein Fluf8 ist dann eine reell-
wertige Funktion e — f(e) auf E(X); unsere Interpretation ist die folgende:
Das Rohrsystem ist mit Wasser gefiillt. | f(e)| Liter pro Sekunde flieflen von
e~ nach et, wenn f(e) > 0, bzw. von e* nach e, wenn f(e) < 0.

Wir sprechen von einem Flufl von a € X nach b € X, wenn mit einer
konstanten Rate von R Litern pro Sekunde (R > 0) beim Knoten a Wasser in
das (schon vorher gefiillte) Rohrsystem hineingepumpt und beim Knoten b
wieder abgezapft wird (in der elektrischen Interpretation wird der Pluspol
einer Batterie in a und der Minuspol in b angelegt). Um wirklich von einem
Fluf$ sprechen zu kénnen, muf$ in jedem Knoten soviel Wasser ankommen
wie wegfliefSt; dabei ist das Rohrsystem tiberall geschlossen, mit Ausnahme
der Knoten a (Eingang) und b (Ausgang). Formal heifit das, dafi fiir jeden
Knoten z des Rohrsystems

Yo ofe)= > fle)=

eet=z ee” =z

0, wenn =z #a,b

—R, wenn z=a
R, wenn z=050

181



gilt: dies ist das erste Kirchhoffsche Gesetz. Die Energie des Flusses f ist die
Zahl
En(f)= 3 fle)
e€E(X)

Etwas schwieriger Platz in unserer Vorstellungswelt (soferne wir das Un-
endliche schon akzeptiert haben) hat ein Flufs von a € X nach Unendlich,
bei dem mit konstanter Rate von R Litern pro Sekunde (R > 0) Wasser beim
Knoten a in das Rohrsystem hineingepumpt wird, aber an keinem anderen
Knoten abgezapft wird (also “nach oc fliefsit”). Formal bedeutet das

—R, wenn z=a
Z fe) = Z f(e):{ 0, wenn =z#a.
e:et=zx ee~=x
Kann ein Fluff von a nach oo mit endlicher Energie existieren? In einem
endlichen Rohrsystem bedarf es natiirlich einer unendlichen Anstrengung,
um Fliissigkeit in die bereits gefiillten Rohre hineinzupumpen, ohne sie an-
derswo abzuzapfen. Bei unendlichen Rohrsystemen ist die (mathematische)
Moglichkeit, dies zu tun, gerade ein Kriterium fiir die Transienz der Irrfahrt.

Satz [Lyons, 1983]: Die Irrfahrt im Graphen X ist transient genau dann wenn
ein Flufl von ¢ € X nach Unendlich mit positiver Rate und endlicher Energie
existiert.

Dieser Satz gibt eine Interpretation des Problems Transienz / Rekurrenz
fiir Irrfahrten in Graphen, die fiir den Mathematiker schon ist. Das “physi-
kalische” Kriterium (in der Tat sind Irrfahrten in der theoretischen Physik
ein aktuelles Forschungsthema) spricht die Vorstellung an, lafst sich oft zur
Losung des Problems verwenden, beleuchtet das P6lyasche Phdnomen von
anderer Seite und stellt es in eine weitere Perspektive.

Transienz bedeutet also, das man in das gefiillte Rohrsystem immmer
weiter Wasser hineinpumpen kann, und zwar mit endlichem Energieauf-
wand pro Zeiteinheit. Der Graph ist so stark verzeigt, daf$ sich das Wasser
fortwihrend im Unendlichen verlieren kann.

Wir wollen nun sehen, wie man das FlufSkriterium andwenden kann, um
Rekurrenz, bzw. Transienz der Irrfahrt in verschiedenen Graphen nach-
zuweisen. Will man Rekurrenz zeigen, so mufs man nachpriifen, daf3 je-
der Fluf§ von einem ausgewéhlten Knoten nach Unendlich auch unendliche
Energie haben mufs; wir kénnen dabei annehmen, daf$ die Rate R = 1 ist.
Um Transienz zu zeigen, gentigt es, ein einziges Beispiel fiir einen Flufs von
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einem geeigneten Knoten nach Unendlich zu “erfinden”, der endliche Ener-
gie hat.

Beispiel 5: Irrfahrt entlang der unendlichen Strafle. Hier kennen wir schon die
Antwort. Als Ausgangspunkt wihlen wir die Position 0, und die Kanten
werden so orientiert, daf$ sie von 0 wegzeigen. Sei f ein Flufl von 0 nach oo
mit Rate R = 1. Wenn ¢t der Wert des Flusses von 0 zur Position 1 ist, so muf3
der Fluf$ von 0 nach —1 den Wert 1 — ¢ haben. Da es keine Verzweigungen
gibt, muf$ entlang den Kanten von 1 nach 2, 2 nach 3, usw., die Quantitat ¢
weiterflieSen. Genauso fliest von —1 nach —2, —2 nach —3, usw., die Quan-
titdt (1 — ¢). Die Energie von f ist also

P+ —t) 2+ + 1 -t +2+(1—-t)+... =0,

da nicht gleichzeitig ¢ = 0 und 1 — ¢ = 0 sein kann. Jeder Flufs von 0 nach
Unendlich hat also unendliche Energie, und die Irrfahrt ist rekurrent.

Beispiel 6: zweidimensionales Straffennnetz. Das ist natiirlich etwas kompli-
zierter als der eindimensionale Fall des letzten Beispiels, und bedarf einiger
Vorbereitungen. In einem zusammenhéngenden Graphen X kann man eine
Distanz definieren: sind 2 und y zwei Knoten, so konnen wir fiir jeden Weg
von z nach y die Kanten zihlen, dies ist die Weglange. Die Distanz von z zu
y ist die kleinste unter diesen Wegldngen.

Im zweidimensionalen Gitter wihlen wir nun als Ausgangsknoten den
Nullpunkt. Mit S,, bezeichnen wir die Menge der Punkte in Distanz n vom
Nullpunkt, und E,, bezeichne die Kanten zwischen S,, und S,,+1. Wir orien-
tieren diese Kanten “nach aufien” (vom Nullpunkt wegweisend). Die An-
zahl der Elemente in E,, ist |[E,| = 8n + 4. Nun sei f ein Fluf$ von 0 nach
Unendlich mit Rate R = 1. Wegen dem ersten Kirchhoffschen Gesetz, das
ja besagt, daf} das hineingepumpte Wasser an keinem Knoten des Rohrsy-
stems verloren gehen kann, muf auch der Gesamtflufs zwischen S,, und
Sn+1 den Wert 1 haben, also ) | . f(e) =1.

Wir verwenden nun die Ungleichung von Cauchy-Schwarz: fiir beliebige
reelle Zahlen ay, . .., ay ist

k 2 k
<Z a,'> <k- Z a% .
1=1 =1
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Fiir unseren Fluf3 f erhalten wir
En(f) > ZZO:O ZeEEn f(€)2
o] 2
Z Zn:O \E1n| (ZeEEn f(e))

oo 1 g
—ano 8n+4 =00

Dieses Argument ldf3t sich auf allgemeinere Graphen als das zweidimensio-
nale Gitter anwenden: S, und E,, kénnen genauso definiert werden. Das
Wachstum des Graphen spielt eine wichtige Rolle: wenn |S,| < C -n fiir eine
Konstante C und allen = 1,2, .. ., so ist die Irrfahrt rekurrent.

Beispiel 7: dreidimensionales Straflennnetz. Das Argument von vorhin 1463t
sich nicht anwenden, da die Anzahl der Elemente von S,, hier die Grof3en-
ordnung n? hat und die Reihe )" 1/n? konvergiert.

Der folgende “Baum” kann in das dreidimensionale StrafSennetz einge-
bettet werden [Gerl, 1984], [Doyle und Snell, 1984] (das ist allerdings nicht
ganz einfach):

Abbildung 6.6

Wir orientieren die Kanten vom Wurzelknoten weg (in Abbildung 6.6
aufwirts) und wahlen den moglichst einfachen FlufS: in jedem Verzeigungs-
punkt wird die von unten hereinkommende Wassermenge zu gleichen Tei-
len in die herausgehenden Rohre (Kanten) weitergeleitet. Die Energie dieses
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Flusses vom Wurzelknoten nach Unendlich ist

En(f) =146 = +36- — + i2n<
n(f) = - =t = - 00 .
32 92 Z\3

Dieser Flufs kann auch als Flufl im dreidimensionalen Gitter aufgefafSt wer-
den: entlang der nicht vom Baum erfafSten Kanten flief3t gar nichts, also die
Quantitit 0. Daher ist die Irrfahrt im dreidimensionalen Gitter transient.

Wir haben hier eine Folgerung aus dem Flufikriterium verwendet: ist die
Irrfahrt in einem Graphen rekurrent, so ist auch die Irrfahrt in jedem Teil-
graphen (einen Teilgraphen erhélt man durch weglassen von Knoten und /
oder Kanten) rekurrent. Das ist zwar von Anfang an plausibel, aber nicht
unmittelbar klar: die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind im Teilgraphen
anders. Umgekehrt folgt aus der Transienz der Irrfahrt in einem Teilgra-
phen die Transienz der Irrfahrt im urspriinglichen Graphen.

Da das dreidimensionale Gitter ein Teilgraph aller hoherdimensionalen
Gitter ist, konnen wir auf diese Weise die Transienz der Irrfahrten in den
letzteren folgern.

et bbb e e e

Abbildung 6.7

Beispiel 8: der requliire Baum. Ein Baum ist ein Graph, in dem es keine Kreise
gibt. Der regulire Baum vom Grad ¢ ist der Baum, in dem alle Knoten die
gleiche Anzahl g von Nachbarn haben. Die Abbildung 6.4 weiter oben zeigt
den homogenen Baum vom Grad 3.

Es ist ganz einfach zu sehen, daf} die Irrfahrt im reguldren Baum transient
ist, wenn ¢ > 3. Wir wihlen einen Wurzelknoten a und orientieren alle
Kanten von a weg. Den Flu8 f definieren wir auf die einfachste Art: 1/¢
fiir die Kanten, die von a ausgehen, 1/¢(¢— 1) fiir die von ihren Endpunkten
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ausgehenden Kanten, usw., also f(e) = 1/q(¢—1)""! fiir Kanten e in E,, mit
n > 1. Dann ist

1
2—|—...—+—q(q—1)"_1- < 0.

1

a1 aa—D
Auf ganz dhnliche Weise konnen wir die Transienz der Irrfahrt im Graphen
der Abbildung 6.5 tiberlegen. Stellen wir zur Sicherheit klar, wie dieser
Graph aufgebaut ist. Er fiillt die obere Halbebene aus. Wir beginnen mit
einem Quadrat der Seitenldnge 1, dessen linker unterer Eckpunkt die Ko-
ordinaten (0, 1) hat. Links und rechts an dieses Quadrat schlieflen wir eine
Abfolge unendlich vieler Quadrate der gleichen Form an. An diesen Streifen
von Quadraten schliefsen wir oben und unten weitere Streifen von Quadra-
ten an, und zwar oben mit der doppelten und unten mit der halben Sei-
enlidnge. Wir fahren so fort, sodafs nach oben die Quadrate immer grofSer
und nach unten immer kleiner werden.

Ubrigens ist dieser Graph ein diskretes Modell der hyperbolischen (oder
Poinaréschen) Ebene.

Es ist nun recht einfach, in diesen Graphen einen Baum einzubetten, fiir
den man die Transienz der Irrfahrt ganz dhnlich wie fiir den reguldren Baum
sehen kann, siehe Abbildung 6.7.

Das Flufskriterium hat ein analytisches Analogon in der Differential-
geometrie, das schon ldnger bekannt ist (Kelvin - Nevanlinna - Royden);
[Royden, 1952]. Davon inspiriert, wurde es fiir Irrfahrten (reversible Mar-
kovketten) 1983 von T. Lyons bewiesen, der mit dieser Arbeit (unter ande-
ren) bekannt wurde.

Davor wurde es aber schon [Yamasaki, 1979] publiziert (nur fiir loka-
lendliche Graphen, wie hier), aber erstens gab Yamasaki keine probabili-
stische Interpretation und beschrénkte sich auf eine sehr trockene, formale
Présentation, und zweitens publizierte er es in einer eher sekundéren japani-
scher Fachzeitschrift. Dort blieb seine Arbeit bis 1988 unbemerkt. Ich schrei-
be mir den “Verdienst” zu, 1988 diese und andere Arbeiten von Yamasaki
rein zuféllig “entdeckt” und anderen Kollegen weitergegeben zu haben...

Schon viel frither hatte ein anderer englischer Mathematiker [Nash-
Williams, 1959] den Zusammenhang zwischen Irrfahrten und elektrischen
Netzwerken aufgezeigt und zum Studium des Polyaschen Phdnomens ver-
wendet. Lyons greift darauf zurfick.

Die Arbeit von Nash-Williams blieb aber fiir lange Jahre mehr oder we-
niger unbeachtet. Die Griinde sind sein komplizierter Stil und die schwer

En(f) = q-qlﬁq(q—l)-
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verstidndliche Notation, und das damals geringere Interesse der Fachwelt an
dieser Art von Fragestellung. (“Die Zeit war noch nicht reif.”)

Hier wére ein ldngerer Diskurs moglich tiber das Thema, wie Mathe-
matik von anderen Mathematikern rezipiert wird. Wie man sieht, spie-
len Zeitpunkt, Fachzeitschrift, Stil der Arbeit, und auch Zufall eine grofse
Rolle! Zuriick zu den Irrfahrten. Nun haben wir eine allgemeinere Theo-
rie, und damit eine andere / bessere / neue / ... Optik, mit der wir das
Phinomen der Rekurrenz / Transienz im 2-, bzw. 3-dimensionalen Raum
sehen konnen. Daraus entstehen aber eher mehr neue Fragen als weniger.
Zum Beispiel

1. Hat jeder transiente Graph einen transienten Teilbaum? (Antwort:
nein, es gibt ein Gegenbeispiel [McGuinness, 1988])

2. Im d-dimensionalen Gitter haben wir die Asymptotik (Grofien-
ordnung, wenn n — oc) von p{™(0,0) = W[Z, = 0 | Z, = 0] ver-
wendet, also der Wahrscheinlichkeit, nach n Schritten wieder am Aus-
gangspunkt 0 zu sein. Eine allgemeinere Frage, iiber die viel gearbeitet
wurde und wird, ist: Wie hdngt die Struktur des Graphen X mit der
Asymptotik von p(™ (z, z) zusammen, wobei z ein Knoten von X ist?

3. Im transienten Fall strebt die Irrfahrt Z,, im Raum “nach Unendlich”.
Kann man mogliche “Grenzpunkte” im Unendlichen besser unter-
scheiden? Hier geht es um das Studium von Kompaktifizierungen,
sogenannten harmonischen Funktionen, usw.

4. Wie kann man insbesondere einem Graphen in der Ebene (planaren
Graphen) ansehen, ob die Irrfahrt in ihm rekurrent / transient ist?

usw.

Isoperimetrische Ungleichungen

Das Studium von isoperimetrischen Ungleichungen ermoglicht die Antwort
auf einige der vorhin aufgeworfenen Fragen. Fiir einen Korper im d-
dimensionalen Raum vergleicht eine solche Ungleichung sein Volumen mit
seiner Oberfldche; die Kugel vom Radius r in d Dimensionen hat Volumen
und Oberfliche von der GréBenordnung ¢ und r¢~!, also Volumen' /¢ ~
Oberfldche.

Fiir eine Menge A von Knoten eines Graphen X mufS man erst die Be-
griffe “Volumen” und “Oberfldche” definieren. Das Volumen von A ist die
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Summe {iber die Knotengrade in A: Vol(4) = >, deg(z). Der Rand 0A
von A ist die Menge aller Kanten des Graphen, die aus A herausfiihren (also
einen Endpunkt in A und den anderen auflerhalb haben), und die Oberfliche
von A ist die Anzahl dieser Kanten: Area(0A) = |0A|. Fur eine Zahl d,
1 < d < o0, sagt man, dafs der Graph X eine d-dimensionale isoperimetri-
sche Ungleichung, in Symbolen (ISy), erfiillt, wenn eine Konstante ¢ > 0
existiert, sodafs fiir jede endliche Menge A C X

Area(dA) > ¢ - Vol(A)~1/4.

Wenn speziell d = oo (1/d = 0), so spricht man von einer “starken iso-
perimetrische Ungleichung” (1.5): Volumen und Oberfldche sind von der
gleichen Grofienordnung.

Beispiele: Das d-dimensionale Gitter erfiillt (I.54), aber nicht (I.Sz) fiir
d" > d. Der reguldre Baum (Abbildung 6.4) erfiillt (1S). Hier sind eini-
ge Resultate, die den Zusammenhang zwischen isoperimetrischen Unglei-
chungen und dem Verhalten von Irrfahrten in Graphen erhellen:

Satz [Thomassen, 1992]: Falls X (I1S4) mit d > 2 erfiillt, so enthdlt X einen
transienten Baum.

Unter einer (in gewissem Sinne kleinen) Einschrankung gibt es also doch
eine positive Antwort auf die Frage (1) von oben.

Satz [Varopoulos, 1984]: Wenn X die Ungleichung (1.S4) erfiillt (wobei 1 <
d < o0), so gilt fiir alle z,y in X

1
(n)
p\"(z,y) < C -de C—.
(z,y) g(y) T
Wir erinnern, da8 p™ (z, y) die Wahrscheinlichkeit ist, daB sich der Irrfah-
rer n Schritte nach dem Start in « im Knoten y befindet. Dieser sehr wichtige
und schwierig zu beweisende Satz gibt eine Antwort auf die Frage (2).

Satz [Dodziuk, 1984], [Gerl, 1988]: X erfiillt (IS) genau dann wenn p < 1
existiert, sodafs fiir alle Knoten z in X

P (@) < p".

Dies impliziert natiirlich Tranienz der Irrfahrt, da dann 3" p(™(z,z) <
00, also der Erwartungswert E(IN) endlich ist, wobei — wir erinnern — die
Zufallsgrofie N die Anzahl der Besuche in 2 bei Start in z ist.
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Starke isoperimetrische Ungleichung fiir Pflasterungen in der Ebene

Sei O offenes, einfach zusammenhéngende Gebiet in der Ebene (also zusam-
menhédngend und ohne Locher), z.B. die ganze Ebene, die obere Halbebene
oder eine offene Kreisscheibe.

Eine Pflasterung oder Kachelung von O besteht aus einer Familie 7 von
abgeschlossenen topologischen Kreisscheiben (also Mengen, die stetig zu
einer Kreisscheibe deformiert werden konnen; diese sind die “Pflasterstei-
ne”, bzw. “Kacheln”) mit paarweise fremdem Inneren, die zusammen das
Gebiet O bedecken. Wir nehmen zusétzlich an, dafs jede beschrankte Menge
in O nur endlich viele Kacheln T' € T trifft.

Wir ordnen der Pflasterung den Kantengraph X = X (T) zu. Das ist ein-
fach der Graph, den wir sehen, wenn wir die Pflasterung anschauen: die
Knoten sind die Punkte, wo sich drei oder mehr Kacheln treffen, die Kan-
ten sind die Randstticke von Kacheln, die zwischen den Knoten liegen. Der
Graph von Abbildung 6.5 ist der Kantengraph einer Kachelung der oberen
Halbebene; die Kacheln (Quadrate) sind eigentlich Fiinfecke, da auf jedem
von ihnen 5 Knoten liegen.

Wie kann man dem Kantengraph X einer Pflasterung ansehen, ob die
Irrfahrt transient ist? Man kann tiber (I.S) entscheiden und erhilt so eine
hinreichende Bedingung.

Definition. Die charakteristische Zahl einer Kante e € E(X), bzw. eines Knotens
x € X, beziehungsweise einer Kachel T € T ist

1 1
¢(€):1—;m— > ak

T:ecE(T)

v =SB 1o T

2
T:zeT

_r 1
X(T) = 2 1 I;T deg(z)

Dabei ist |T'| die Anzahl der Knoten von X, die auf T liegen. Weiters steht E(T")
fiir jene Kanten, die am Rand der Kachel T' liegen, 3 .. () bedeutet z.B., daff
itber alle Kacheln summiert wird, auf denen die Kante e liegt, und |T | steht fiir die
Anzahl der Knoten von X die auf T liegen.

Satz [Woess, 1998]: Falls ¢(e) > 0 fiir alle Kanten e € E(X),
oder ¢(x) > 0 fiir alle Punkte z € X,
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oder x(T') > 0 fiir alle Pflastersteine T € T,
so erfullt X (7) die starke isoperimetrische Ungleichung.

Der Beweis dieses Satzes verwendet die Eulersche Formel fiir endliche
Graphen in der Ebene.

Beispiel 9. Fiir den Graphen aus Abbildung 6.5 ist |T'| = 5 fiir jede Kachel T',
und auf jedem T liegen 3 Knoten mit Grad 4 und 2 Knoten mit Grad 3. Daher
ist x(T) = 3 —1— 2 — 2 = L stets positiv. Auch haben wir ¢(e) = g5 fiir
jede Kante. Der Graph erfiillt die starke isoperimetrische Ungleichung, und
die Irrfahrt ist transient, wie wir schon wissen. (Allerdings ist ¥/(z) = —
fiir die Knoten mit Grad 3.)
Beispiel 10. Das zweidimensionale StrafSennetz (Gitter) ist der Kantengraph
einer Pflasterung der ganzen Ebene mit Vierecken. In jedem Knoten treffen
sich 4 Vierecke. Wir wissen, daf3 die Irrfahrt rekurrent ist, und in der Tat
priift man leicht nach, daf} keine der drei Bedingungen des Satzes erfiillt ist.
Versuchen Sie nun, sich einen Graphen vorzustellen, wo sich in jedem
Knoten nicht 4 Vierecke, sondern 8 Achtecke treffen. Diese miissen nicht
unbedingt gleichméflig sein, und die Kanten miifien nicht unbedingt gerade
sein. Trotzdem ist es nicht ganz leicht, so diesen Graphen zu zeichnen. Man
kann ihn als Kachelung einer offenen Kreisscheibe erhalten, die Kanten sind
dann Kreisbogen, die zum Rand der Kreisscheibe rechtwinkelig sind. In
der Néhe des Randes werden die Achtecke immer kleiner. Fiir jede Kachel
(Achteck) T ist x(T') = 2. Also erfiillt der Graph die starke isoperimetrische
Ungleichung. Es ist dies eine typische Kachelung der hyperbolischen Ebene,
also der Kreisscheibe mit der Poincaréschen Metrik; die Kacheln sind in der
hyperbolischen Geometrie alle kongruent.

Schluflbemerkungen

Die Kunstwelt und ihre “Korpersprache” sind mir nicht unvertraut. In den
80er Jahren hatte ich eine bescheidene “Zweitkarriere” in der kiinstlerischen
Fotografie (Autorenfotografie), war Mitbegriinder einer Fotogalerie in Salz-
burg und habe spdter einige Fotoausstellungen in Leoben organisiert. Bis
kurz vor meiner Habilitierung war ich stolz darauf, gleich viele Ausstellun-
gen meiner Fotoarbeiten wie mathematische Publikationen vorweisen zu
konnen. Erst mit dem Umzug nach Italien hat sich das Gewicht endgiiltig
zugunsten der Mathematik verlagert.

Einer der Kunsttheoretiker hat in seinem Vortrag beim Symposium an-
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gemerkt, wie tiberrascht er gewesen war, zu erfahren, dafl sich Natur-
wissenschafter beim Austausch ihrer Forschungsergebnisse bemiihen, eine
moglichst einfache Sprache zu verwenden. In diesem Sinne beabsichtige
ich mit meinem Text nicht, rhetorische Brillanz zu verspriithen und durch
komplizierte Wort- und Satzwahl zu beeindrucken.

Ich habe vielmehr in diesen Ausfiihrungen versucht, auf moglischst ein-
fache Weise einige Aspekte eines aktuellen Forschungsgebietes zu erkliren,
ohne dabei auf schwierigere Beweise einzugehen. Beweise sind das Um und
Auf der sogenannten “reinen” Mathematik, und haben ihre eigene Asthetik.
Schonheit bezieht sich dabei auf die Architektur des Gedankengebaudes.
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Zuordnungsprobleme - ein Streifzug durch die
kombinatorische Optimierung
Rainer E. Burkard

Das Heiratsproblem

In der ersten Halfte unseres Jahrhunderts wurde folgendes Problem stu-
diert: Wir betrachten eine Gruppe von n Mddchen und n jungen Herren.
Jedes Médchen hat zumindest einen jungen Mann zum Freund. Kénnen n
Paare heiraten, so daf} jedes der Madchen einen ihrer Freunde heiratet?

Dieses Problem laf3t sich graphisch auf folgende Weise darstellen: Jedem
Maédchen ordnen wir einen Punkt M;, ¢ = 1,...,n, zu. Jedem jungen Her-
ren ordnen wir einen Punkt H;, j = 1,...,n, zu. Ist H; ein Freund von
M;, dann verbinden wir M; und H; durch eine Linie (vgl. Abbildung 7.1,
Farbabbildungen: S. 150). Mathematisch gesehen handelt es sich in Abbil-
dung 7.1 um einen paaren Graphen (M, H; E) mit den Knotenmengen M und
H und der Kantenmenge E. Im folgenden wollen wir immer annehmen, daf3
die Anzahl | M| der Knoten in M gleich der Anzahl |H| der Knoten in H ist.
Jede Kante e € E verbindet einen Knoten v € M mit einem Knoten w € H,
in unserem Falle ein Mddchen mit einem jungen Herren. Wenn die Kante e
die Knoten v und w verbindet, sagen wir, die Kante e inzidiert mit den Kno-
ten v und w, bzw. trifft diese Knoten. Eine Heirat oder Zuordnung ist nun
eine Teilmenge Z C FE, so daf jeder Knoten in M und in H mit einer Kante
in Z inzidiert, aber kein Knoten zwei oder mehr Kanten in Z trifft.

Im Jahr 1935 zeigte Philipp Hall [Hall, 1935], dafs eine Heirat genau dann
existiert, wenn jede Teilmenge von k£ Madchen, k = 1,2,...,n, zusammen
mindestens k Freunde hat (Hall-Bedingung). In unserem Beispiel von Abbil-
dung 7.1 (Farbabbildungen: S. 150) haben die beiden Méadchen AM» und M5
zusammen nur den einen Freund H, den sie nicht beide gleichzeitig heira-
ten kénnen. Daher existiert in diesem Beispiel keine Heirat. Wiirde jedoch
M> auch mit Hs befreundet sein, so konnten die folgenden Paare heiraten:
M, heiratet Hy, M heiratet Hs, M3 heiratet Ho, M, heiratet H3, und Mj5 hei-
ratet H;. Aus dieser Beschreibung einer Heirat erkennt man, daf$ sich Heira-
ten auch durch sogenannte Permutationen darstellen lassen. Statt M; heira-
tet H4 schreiben wir kurz 1 — 4. In dieser Schreibweise erhilt man weiters



2—53—24— 3und 5 — 1. Wie man sieht, wird jedem Index
i eines Madchens M; der Index j eines jungen Mannes H; zugeordnet, so
dafs alle Indizes vorkommen, aber keiner doppelt. Eine solche Zuordnung
nennt man Permutation der Menge {1, 2,...,5}. Die obige Permutation laf3t
sich nun als ¢(1,2,3,4,5) = (4,5,2,3,1) schreiben. Jede Heirat entspricht
einer Permutation und umgekehrt. Im Falle, daf$ alle jungen Leute mitein-
ander befreundet sind, gibt es n! (sprich: n Fakultit) verschiedene Heiraten
(Permutationen). Dabeiist 1! =1,2!=2,31=2!-3=6,4! = 3!-4 = 24 und
allgemein n! = (n — 1)! - n.

So einfach die Hall-Bedingung auch formuliert werden kann, so
schwierig ist sie in konkret gegebenen Freundschaftssystemen direkt zu
tberpriifen. Es miissen dazu alle Teilmengen der Knotenmenge M
tberpriift werden. Wenn M n Elemente hat, miissen also 2" — 1 viele Teil-
mengen liberpriift werden. Man sagt, dafs man einen exponentiellen Auf-
wand dafiir treiben muf3.

Ein interessantes, schnelles Verfahren, das mit groffer Wahrscheinlichkeit
feststellt, ob in einem gegebenen Freundschaftssystem eine Heirat existiert,
basiert auf einem berithmten Ergebnis des Graphentheoretikers W. T. Tut-
te [Tutte, 1947]. Gibt es m = |E| Freundschaftsbeziehungen (Kanten im
zugehorigen paaren Graphen), so werden fiir jede dieser Freundschaftsbe-
ziehungen zufillig zwei Zahlen zwischen 1 und 4m? bestimmt. Aus die-
sen zufillig bestimmten Zahlen wird dann auf schnelle Weise der numeri-
sche Wert einer Grofle (der Determinante der Tutte-Matrix) bestimmt. Die-
se GroBle ist ungleich Null, wenn das Freundschaftssystem eine Heirat be-
sitzt. Sollte sich bei der Rechnung herausstellen, dafs die Grofse den Wert 0
hat, wiederholt man die Berechnung mit anderen, zufillig erzeugten Zah-
len. Wird auf diese Weise bei r Wiederholungen der Rechnung mit zuféllig
erzeugten Zahlen immer der Wert 0 ermittelt, so gibt es mit grofler Wahr-
scheinlichkeit keine Heirat. Die Fehlerwahrscheinlichkeit p, dafs es doch ei-
ne Heirat gibt, ist kleiner als 1/m", wobei m die Anzahl der Kanten (Freund-
schaftsbeziehungen) ist und r die Anzahl angibt, wie oft die Berechnung der
Determinante der Tutte-Matrix wiederholt wurde. Dieses Verfahren liefert
nur die Aussage, ob es eine Heirat gibt, oder nicht. Es liefert jedoch kei-
ne Hinweise dafiir, wer eventuell wen heiraten soll. Im ndchsten Abschnitt
werden wir ein Verfahren beschreiben, das es uns ermdéglicht, auf rasche
Weise moglichst viele Paare miteinander zu verheiraten.
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Moglichst grofie Paarungen

Wir wollen in diesem Abschnitt zunichst der folgenden Frage nachgehen:
Gegeben sei ein paarer Graph, also ein Freundschaftssystem. Was ist die
maximale Anzahl von Paaren, die miteinander verheiratet werden kénnen
(moglichst grofie Paarung)? Im Beispiel der Abbildung 7.1 (Farbabbildun-
gen: S. 150) war diese Anzahl 4. Es wird sich herausstellen, daf8 diese Auf-
gabe effizient 16sbar ist. Dies heif$t, dafy die Anzahl der Rechenschritte nicht
exponentiell mit der Anzahl der Mddchen und Herren wéchst. Dazu for-
mulieren wir unser Heiratsproblem in ein sogenanntes maximales Flufipro-
blem um. Zu diesen Zweck erweitern wir den paaren Graphen durch zwei
zusitzliche Knoten, eine Quelle ¢ und eine Senke s. Nun verbinden wir ¢
durch gerichtete Kanten (Pfeile) mit den Knoten in M. Ferner orientieren
wir alle Kanten zwischen M und H so, dafs die Pfeile von den Knoten in
M zu den Knoten in H zeigen. Schliefilich verbinden wir alle Knoten von
H durch Pfeile mit der Senke s, wobei alle diese Pfeile zur Senke s zeigen
(vgl. Abbildung 7.2, Farbabbildungen: S. 150).

Auf diese Weise haben wir ein Netzwerk gewonnen. In diesem Netzwerk
werden wir einen Fluf§ einfithren, der von der Quelle ausgeht und in die
Senke einmiindet. Dieser Flufs wird dadurch beschrieben, daf3 den Pfeilen
Zahlen zugeordnet werden. In den Knoten von A/ und H miissen dann die
folgenden FlufSerhaltungsgleichungen erfiillt sein:

Die Summe der Kantenfliisse, die in einen Knoten hineinfiihren ist
gleich der Summe der Kantenfliisse, die aus diesem Knoten her-
ausfiihren.

Die Bedingung, daf3 eine Person nur eine andere Person heiraten kann,
kann nun durch Kapazititen auf den Pfeilen modelliert werden: In unse-
rem Beispiel bekommt jeder Pfeil, der von der Quelle ¢ zu einem Knoten
v € M fiihrt, die Kapazitit c(¢,v) = 1. Analog erhilt jeder Pfeil, der
von einem Knoten w € H zur Senke s fiihrt, die Kapazitit c¢(w,s) = 1.
Fiir unseren Fluf$ auf den Pfeilen fordern wir, daf die einzelnen Werte auf
den Pfeilen nicht die vorgegebenen Kantenkapazititen tiberschreiten (Ka-
pazitdtsrestriktionen). Gesucht wird nun ein Fluf, sodaf$ die gesamte von
der Quelle zur Senke gesandte Menge moglichst grof$s wird. Dieses Pro-
blem spielt in Anwendungen eine wichtige Rolle und wird als maximales
Flufiproblem bezeichnet. Um 1956 entwickelten L. R. Ford und D. R. Fulker-
son [Ford und Fulkerson, 1956] den ersten Algorithmus zu seiner Losung.
Besonders in den letzten Jahren hat sich die Forschung intensiv mit diesem
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Problem auseinandergesetzt und immer schnellere Losungsverfahren dafiir
gefunden.

Wie hingt nun ein maximaler Flufi, d.h. eine Losung des maximalen

Flu8problems, mit einer grofitmoglichen Paarung zusammen? Zunéchst
zeigt sich, daff man im betrachteten speziellen Netzwerk immer einen ma-
ximalen Fluf$ finden kann, der auf den Pfeilen entweder den Wert 0 oder 1
und keine Werte dazwischen annimmt. Um eine Paarung zu finden, braucht
man nur die Pfeile betrachten, die von einem Knoten in M zu einen Knoten
in H fiihren und den Fluffwert 1 haben. Genau diese zeigen an, welches
Maéddchen in einer grofstmoglichen Paarung welchen Herrn heiraten soll. Die
Anzahl der moglichen Paare wird durch die Anzahl der Kanten angegeben,
die von der Quelle ausgehen und den Fluffwert 1 haben, siehe Abbildung 7.3
(Farbabbildungen: S. 151).
Hopcroft und Karp [Hopcroft und Karp, 1973] haben gezeigt, daf$ auf diese
Weise eine grofitmogliche Paarung in K - m+/n Rechenschritten gefunden
werden kann, wenn das Freundschaftssystem m Kanten hat. Dabei ist K
eine fest vorgegebene Konstante, die nur vom gewéhlten Rechenverfahren,
nicht aber von den ProblemgrofSen m und n abhéngt. Natiirlich kann man
dieses Verfahren auch verwenden um festzustellen, ob es eine Heirat gibt.
Man hat dazu ein maximales Fluproblem zu l6sen, bei dem der maxima-
le FluBwert, d.h. die Summe der Fliisse auf den Pfeilen, die aus der Quelle
herausfiihren, gleich n ist. Nachdem diese Frage in K - m+/n Schritten beant-
wortet werden kann, hat man auf diese Weise ein recht schnelles Verfahren
zur Losung des Heiratsproblemes zur Hand. Man erhilt dabei nicht nur
die Antwort, ob es eine Heirat gibt, sondern auch den Vorschlag fiir eine
tatsdchliche solche Heirat. Wir werden nun im néchsten Abschnitt zeigen,
daf3 derartige Heiratsprobleme auch interessante andere Anwendungen ha-
ben, etwa in der Kommunikation tiber Satelliten.

Eine Anwendung bei der Kommunikation iiber Satelliten

Bei der Nachrichteniibermittlung iiber Satelliten hat sich inzwischen auch
die digitale Technik durchgesetzt. Bei der Ubertragung eines Telefon-
gesprdaches von Europa nach Amerika werden zundchst die Daten bindr
kodiert und in der sendenden Erdfunkstelle zwischengespeichert. Dann
werden sie in ganz kurzen Datenstofien an den Nachrichtensatelliten
tibermittelt. Dort werden sie von einem sogenannten Transponder emp-
fangen, verstdarkt und auf einer anderen Frequenz zur empfangenden Erd-
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funkstelle in Amerika weitergeleitet (vgl. Abbildung 7.4, Farbabbildun-
gen: S. 151).

An einem solchen System nehmen mehrere Erdfunkstellen gleichzeitig teil.
Dafiir stehen im Satelliten mehrere Transponder zur Verfiigung. Ein Trans-
ponder kann aber in einem gewissen Zeitintervall jeweils nur ein Paar von
Erdfunkstellen miteinander verbinden. Dabei entsteht folgendes Problem:
Die n Erdfunkstellen Ey, Es, ..., E, in Europa sollen Nachrichten an n Erd-
funkstellen A;, As, ..., A, in Amerika tibermitteln. Fiir die Ubermitthmg
der Daten von E; an A; werden genau t;; Zeiteinheiten benétigt. Im Sa-
telliten stehen n Transponder zur Verfiigung. Auf welche Weise kann die
Ubermittlung der gesamten Daten in moglichst kurzer Zeit erfolgen? Die
Schwierigkeit, die mit dieser Vorgehensweise verbunden ist, besteht darin,
dafs eine Erdfunkstelle in Europa nicht gleichzeitig Daten an verschiede-
ne Erdfunkstellen in Amerika iibermitteln kann. Zu jedem Zeitpunkt sind
durch die Transponder an Bord des Satelliten die Erdfunkstellen in Euro-
pa mit festen Empfangsstationen in Amerika verbunden. Aber diese Zu-
ordnung einzelner Stationen zueinander kann sich nach einer kurzen Zeit
andern. Jede solche Zuordnung entspricht einer Heirat aus dem ersten Ab-
schnitt, die jedoch nur eine kurze Zeit andauert und dann durch eine neue
Zuordnung (Heirat) ersetzt wird. Das Zeitschlitz-Zuordnungsproblem in der
Nachrichtentechnik kann also folgenderweise formuliert werden: Gegeben
sind Ubermittlungszeiten tijvon E;,i=1,2,...,n,nach 4;,j =1,2,...,n.
Gesucht werden Zuordnungen ¢, zwischen den Stationen E; und A; sowie
Zeiten Ay, die angeben, wie lange die Zuordnung ¢, andauern soll, daf$ ins-
gesamt alle Daten in der kiirzestmoglichen Zeit {ibermittelt werden konnen.

Um dieses Problem zu losen, kénnen wir folgenderweise vorgehen.
Zunéchst seit* die lingste Zeit, die von einer einzelnen Station zum Senden
oder Empfangen der Daten benétigt wird. Das Verfahren, das wir nun ange-
ben, wird eine Losung ermitteln, die garantiert, dafd in ¢t* Zeiteinheiten die
Daten aller Stationen tibermittelt werden. Falls erforderlich, erhéhen wir ei-
nige Ubermittlungszeiten, daf jede teilnehmende Station in Summe die Zeit
t* zum Senden oder Empfangen ihrer Daten benotigt. Wir bilden nun einen
paaren Graphen mit den Knoten F;, i = 1,2,...,n,und 4;,j = 1,2,...,n.
Zwei Knoten E; und A; sind miteinander verbunden, wenn ¢;; positiv ist.
Aufgrund eines Satzes von Birkhoff [Birkhoff, 1946] weif man nun, daf3 die-
ser Graph sicher eine Heirat besitzt. So eine Heirat, die einer Permutation
¢1 entspricht, kann nach Abschnitt Moglichst grofie Paarungen in K - m+/n
Schritten gefunden werden, wobei m die Anzahl der positiven Zahlen ¢;;
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ist. Wie lange soll nun diese Zuordnung andauern? Dazu bestimmen wir

A1 = min t

1<i<n 1,1 () -

Dies heifst, daf3 A, die kleinste der Zahlen ¢, (1), 2,5, (2)s -+ .y (n) ist. Da-
durch wird gewéhrleistet, dafs wiahrend A, Zeiteinheiten die Stationen E; an
die Stationen A, (;), i = 1,2, ...,n, Nachrichten {ibermitteln und keine der
Stationen nicht arbeitet. Wir lassen nun diese Stationen ihre Daten in dieser
Zeit ibermitteln. Danach haben alle Stationen den Zeitbedarf von t* — \;
Zeiteinheiten fiir die Ubermittlung bzw. den Empfang der verbliebenen Da-
ten. Nun aber konnen wir das gleiche Verfahren wie oben anwenden: Wir
stellen wieder den zugehorigen paaren Graphen auf, der nun mindestens
eine Kante weniger besitzt, da im ersten Zeitintervall ein Paar von Sendern
und Empfangern bereits alle Daten austauschen konnte. In diesem paaren
Graphen wird nun eine neue Zuordnung - bestimmt und fiir diese Zuord-
nung die Zeitdauer A» analog wie oben ermittelt. Da in jedem Schritt die
Anzahl der Kanten des paaren Graphen um mindestens 1 abnimmt, bricht
das Verfahren nach endlich vielen Schritten ab. Am Ende des Verfahrens
sind alle Daten {ibermittelt. Die Konstruktion im oben beschriebenen Re-

chenverfahren garantiert, daf Ay + A2 + ... = t* gilt.
Beispiel.
3 0 3
(t,’j) = 0 4 2 mit t* = 6.
2 1

Dabei steht das Element #;; in der i-ten Zeile und j-ten Spalte des obigen
Schemas, z.B. t3» = 2. Im ersten Schritt des Verfahrens wihlen wir die Zu-
ordnung ¢ (1,2, 3) = (1, 2, 3) und erhalten

)\1 = min{tll,tgg,tgg} = min{3,4, 1} =1.
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Nachdem diese Werte von den Anfangswerten abgezogen wurden, erhalt
man

2 0 3
tj)=10 3 2 mit  t* = 6.
3.2 0

Da t33 = 0 ist, enthélt der neue paare Graph nicht mehr die Kante von Es
nach As. Wir kénnen als neue Zuordnung ¢, die Zuordnung ¢»(1,2,3) =
(3,2,1) wihlen und erhalten

AQ = min{tlg, tzg, tg’l} = min{3, 3, 3} =3.

Damit erhalten wir als neue Daten

2 0 0 ¢ °
(tij) = 0 0 2 mit t* =12.

Daher lautet die letzte Zuordnung ¢3(1,2,3) = (1, 3,2) und A3 = 2. Damit
haben wir einen Weg gefunden, alle Daten innerhalb eines Zeitintervalles
von A\ + A2 + A3 = 6 Zeiteinheiten zu iibermitteln.

Das obige Rechenverfahren liefert im allgemeinen sehr viele verschie-
dene Zuordnungen ¢y, die nur sehr kurze Zeiten )\, verwendet werden.
Dies macht dieses Verfahrens in der Praxis unbrauchbar. Mochte man ei-
ne optimale Lésung erhalten, die nur n Zuordnungen verwendet, so erhalt
man ein sehr schweres Problem, das bis jetzt grundsatzlich nur durch sy-
stematisches Ausprobieren aller Moglichkeiten l6sbar ist. Es gibt ndmlich
in der diskreten algorithmischen Mathematik zwei grofie Problemklassen
P und N'P—uollstindig. Die Probleme der Komplexititsklasse P zeichnen
sich dadurch aus, daf$ es fiir sie Losungsverfahren gibt, die nur polyno-
miell viele Rechenschritte in den (binédr kodierten) Eingangsdaten verwen-
den. Wihrend sich also die Probleme in der Klasse P durch effiziente Ver-
fahren 16sen lassen, kennt man kein solches Verfahren fiir die Probleme
in der Klasse N'P—uvollstindig. Wiirde man ein Problem in dieser Klasse
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NP—uvolistindig effizient 16sen konnen, so kénnte man alle Probleme in die-
ser Klasse effizient 16sen. Nach dem heutigen Kenntnisstand ist es aber
ziemlich unwahrscheinlich, daf} es schnelle Losungsverfahren fiir die Pro-
bleme in der Klasse N'P—vollstindig gibt. Man ist daher zum Lésen sol-
cher Probleme auf systematisches Durchsuchen von grofien Teilmengen al-
ler Losungen angewiesen, was einen exponentiellen Aufwand, gemessen an
den Eingangsdaten, mit sich bringt.

Um nun doch zu einer praktisch brauchbaren Losung fiir das
Zeitschlitzzuordnungsproblem zu kommen, haben Lewandowski, Liu und
Liu [Lewandowski et al., 1983] vorgeschlagen, an Bord des Satelliten 2n Zu-
ordnungen fix zu verdrahten und nur diese Zuordnungen zu verwenden.
Wie in Burkard [Burkard, 1991] gezeigt wurde, ist dieses Problem dann wie-
der effizient 16sbar, denn es fiithrt auf die Losung eines linearen Zuordnungs-
problems. Fiir ndhere Einzelheiten sei auf [Burkard, 1991] verwiesen.

Lineare Zuordnungsprobleme

Kehren wir zu unserem Heiratsproblem zuriick. Wir lassen nun jedes
Maéidchen M; angeben, wie gerne es den Herrn H; hat. Dieser Beliebtheits-
koeffizient sei ¢;;, der umso grofer ist, je lieber das Madchen M; den jungen
Herren H; hat. Sind alle n? Koeffizienten ¢;j, i,j = 1,2,...,n, gegeben,
kann man nach einer Heirat (Zuordnung) ¢ suchen, die das Gesamtgliick
der heiratenden Paare maximiert. Das heifit, es ist eine Zuordnung ¢ zu
finden, die die Zielfunktion

Clp(1) T C2p(2) T -+ Cnp(n)

maximiert. Dieses Problem heifit lineares Zuordnungsproblem. Meist wird die
Zielfunktion in einem linearen Zuordnungsproblem nicht maximiert, son-
dern minimiert. Wir kénnen aber leicht ein Maximierungsproblem in ein
Minimierungsproblem {iberfithren. Dazu gehen wir so vor: Sei C' eine Kon-
stante, die grofler als jeder einzelne der Koeffizienten c;; ist. Man definiert
d;j := C — c;j; als Verdrufi, der bei einer Verbindung von M; mit H; entsteht.
Aquivalent zum Maximierungsproblem von oben ist die Minimierung des
Gesamtverdrusses bei einer Heirat, ndmlich

Minimiere dy ,(1) + d2,p(2) + - - + dn p(n)-

Zur Losung linearer Zuordnungsprobleme gibt es mehrere schnelle Metho-
den, die auf Ideen der linearen Optimierung oder auf Verfahren zur Losung
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von Flulproblemen in Graphen (vgl. Abschnitt Moglichst grofle Paarungern)
beruhen. So kénnen diese Probleme etwa mit K - n® Rechenoperationen
gelost werden, wobei K wieder eine Konstante ist, die nicht von den Ein-
gangsdaten des Problemes, sondern vom verwendeten Losungsverfahren
abhéngt.

Auch in der Praxis kommen lineare Zuordnungsprobleme immer wie-
der vor: Im letzten Abschnitt wurde bereits erwdhnt, daf3 das Zeitschlitz-
zuordnungsproblem bei fest verdrahteten Zuordnungen an Bord des Sa-
telliten durch ein lineares Zuordnungsproblem gelost werden kann. Bro-
gan [Brogan, 1989] beschreibt, wie man n anfliegende Objekte im Raum lo-
kalisieren und verfolgen kann. Dazu wird von 2 Radarstationen aus der
Winkel gemessen, unter denen man diese Objekte zum Zeitpunkt ¢, sieht.
Diese Winkel bestimmen Geraden im Raum, auf denen sich die Objekte zur
Zeit ty befinden. Die von der ersten Radarstation ermittelten Geraden sei-
en gi, go, ---, gn, die von der zweiten Radarstation ermittelten Geraden seien
hi, ha, ..., hy. Was man nun nicht weif3, ist, welche der Geraden g; und h;
dasselbe Objekt bestimmen. Um dies herauszufinden, 16st man ein lineares
Zuordnungsproblem mit den Koeffizienten ¢;;, die als kiirzeste Abstdnde
zwischen den Geraden g¢; und h; definiert werden. (Man beachte, daf} auf-
grund von Mefifehlern sich die Geraden, die dasselbe Objekt bestimmen,
nicht in einem Punkte schneiden miissen). Auf diese Weise erhilt man die
Paarung der richtigen Geraden, die jeweils das gleiche Objekt bestimmen
und damit kann man auch die Koordinaten der Objekte zum Zeitpunkt T
bestimmen. Wiederholt man dieses Verfahren fiir einen Zeitpunkt ¢, kur-
ze Teit spéter, so kann man auch die Koordinaten der Objekte zu diesem
Zeitpunkt ermitteln. Lost man nun ein weiteres lineares Zuordnungspro-
blem mit den Koeffizienten d;;, wobei d;; die Entfernung des i-ten Objektes
zum Zeitpunkt , zum j-ten Objekt zum Zeitpunkt ¢; angibt, dann kann
man die Bahn der Objekte rekonstruieren und die Objekte somit auf ihrer
Flugbahn verfolgen.

Wir kénnen aber auch eine Modifikation des linearen Zuordnungspro-
blems betrachten. Anstelle wie oben die Summe der einzelnen Verdrufiko-
effizienten zu minimieren, konnen wir nach einer Heirat suchen, die den
maximalen Einzelverdruf3 so klein als moglich macht. Dies fiihrt auf soge-
nannte Engpafi-Zuordnungsprobleme der Form

Minimiere max(dl’w(l) s d2,<p(2)a ey dn,cp(n))
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Diese Engpaf3-Zuordnungsprobleme sind schneller 16sbar als die analogen
Zuordnungsprobleme, in denen eine Summe minimiert werden soll. Auch
im obigen Objekt-Lokalisierungsproblem wiirde es mehr Sinn machen,
Engpafi-Zuordnungsprobleme anstelle gewthnlicher linearer Zuordnungs-
probleme zu l6sen. Dartiber hinaus treten Engpafi-Zuordnungsprobleme
etwa in folgendem Zusammenhang auf: Zur Erledigung von n Arbei-
ten stehen n Leute zur Verfiigung, die aber nicht alle gleich gut fiir die
einzelnen Arbeiten geeignet sind. Es sei d;; der Zeitbedarf, den die i-te
Person zur Erledigung der j- ten Aufgabe benétigt. Um nun alle Auf-
gaben in der kiirzestmoglichen Zeit zu erledigen, 16st man ein Engpaf3-
Zuordnungsproblem mit den Koeffizienten d;;.

Rundreiseprobleme

Im vorigen Abschnitt wurde erwdhnt, daf sich lineare Zuordnungsproble-
me effizient 16sen lassen. Hier betrachten wir nun ein Zuordnungspro-
blem mit einer zusétzlichen Bedingung. Wir lassen nicht mehr alle Per-
mutationen als Losungen zu, sondern nur mehr die sogenannten zykli-
schen Permutationen. Eine Permutation ¢ heifst zyklisch, wenn man durch
1,0(1),0(e(1)), (e(p(1))), ... alle Zahlen 1,2, ...,n erhdlt. So ist etwa die
Permutation ¢1(1,2,3,4) = (2,3,4,1) zyklisch, wahrend die Permutation
¥2(1,2,3,4) = (2,1,4,3) nicht zyklisch ist. Letztere Permutation zerfallt
vielmehr in 2 Zyklen1 — 2 — 1und 3 — 4 — 3.

Zyklische Permutationen spielen bei sogenannten Rundreiseproblemen ei-
ne tragende Rolle. Gegeben seien n Objekte, z.B. Punkte im Raum oder
Stadte in Europa. Ferner sei d;; die Entfernung zwischen dem i-ten und j-
ten Punkt (bzw. der i-ten und j-ten Stadt). Wir suchen nun eine Tour (Rund-
reise), die alle Punkte genau einmal besucht und dann zum Ausgangspunkt
zuriickkehrt. So eine Tour oder Rundreise entspricht einer zyklischen Per-
mutation. Fordern wir auflerdem, daf$ die Tour eine minimale Gesamtldnge
hat, so miissen wir das folgende Rundreiseproblem 16sen:

Man finde eine zyklische Permutation ¢, die dy ,(1) + da p2) + - - +
dy, o (n) Minimiert.

Auch Rundreiseprobleme haben zahlreiche interessante Anwendungen,
sei es die Erstellung von optimalen Touren fiir die tdgliche Zeitungszustel-
lung, das Leeren von Briefkédsten oder die optimale Bestimmung einer Pro-
duktionsreihenfolge fiir Auftrdge auf einer Maschine, die zwischen der Be-
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arbeitung zweier verschiedener Auftréage gereinigt werden mufs (vgl. Abbil-
dung 7.5, Farbabbildungen: S. 152).

Obwohl das Rundreiseproblem formal einem linearen Zuordnungspro-
blem sehr dhnlich sieht, ist es viel schwerer zu l6sen. Es gehort ndmlich der
Klasse der N'P—uvolistindigen Probleme an, fiir die nur Verfahren bekannt
sind, die eine grofle Teilmenge der zuldssigen Losungen systematisch absu-
chen.

Man kann sich aber die Frage stellen: Gibt es Bedingungen fiir die Koef-
fizienten d;; eines Rundreiseproblems, so dafs das entsprechende Problem
effizient l1osbar wird? Und tatsdchlich kennt man eine ganze Reihe von sol-
chen Bedingungen, siehe etwa den jiingst erschienenen Ubersichtsartikel
von Burkard et al. [Burkard et al., 1998b]. Eine solche Bedingung ist etwa
die Monge Bedingung, benannt nach dem grofien franzosischen Geometer
Gaspard Monge (1746-1818). Monge stellte bei Schanzarbeiten an Verteidi-
gungswillen fest, daf$ es giinstiger ist, wenn die Karren direkt an den Wall
heranfahren, ohne sich zu kreuzen. Ubertrdgt man diese Bedingung auf
Rundreiseprobleme, so erhélt man

Monge Bedingung
Die Koeffizienten d;; erfiillen die Mongebedingung wenn gilt

dij+dkl§dil+dkjfiir1§z’<k§n,1§j<l§n.

Natiirlich erfiillt nicht jedes Rundreiseproblem so eine Bedingung. Aber
wenn diese Bedingung erfiillt ist, kann man das Rundreiseprobem in K - n
Schritten 16sen, wobei die Konstante K unabhéngig von den Problemdaten
ist.

Quadratische Zuordnungsprobleme

Nachdem wir im 1.Abschnitt Heiraten betrachtet haben, wenden wir uns
nun der Sitzordnung an der Hochzeitstafel zu. Dazu kann man das folgen-
de mathematische Modell verwenden. Wir nehmen an, dafd n Gaste kom-
men und n Pldtze an der Tafel zur Verfiigung stehen. Von einem Platz an
der Tafel aus kann man sich gut mit den Nachbarplidtzen unterhalten und
einigermafien gut auch mit gegentiberliegenden und {iberndchsten Nach-
barplétzen (vgl. Abbildung 7.6, Farbabbildungen: S. 152).

Wir messen die Kommunikationsmoglichkeit durch nichtnegative
Kommunikationskoeffizienten a;j, i, j = 1,2, ..., n. Dabei driickt a;; aus, wie
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gut man sich zwischen den Pldtzen i und j unterhalten kann. Je besser, um-
so hoher ist dieser Koeffizient. Ferner sollen die Groen by, k,1 = 1,2, ...,n,
beschreiben, wie gerne sich die k—te Person mit dem /—ten Gast der Hoch-
zeitstafel unterhalten wiirde. Gesucht wird nun eine Zuordnung ¢ der
Pldtze an der Tafel zu den Gésten, daf§ die Gesamtrunde moglichst frohlich
ist. Dies fiihrt auf das Modell

n n
Maximiere Z Z Qij - bw(z’),w(j)

i=1 j=1

Dieses Problem heifst quadratisches Zuordnungsproblem und spielt in vielerlei
Anwendungen eine sehr wichtige Rolle. Dabei wird es meist als Minimie-
rungsproblem formuliert. Im folgenden werden einige Anwendungen des
quadratischen Zuordnungsproblems angefiihrt:

Entwurf von Schreibmaschinentastaturen ([Burkard und Offermann, 1977])

Es soll eine Schreibmaschinentastatur entwickelt werden, die es gestattet,
Texte in bestimmten Sprachen méglichst schnell zu schreiben. n sei die An-
zahl von Zeichen, die auf der Tastatur plaziert werden sollen. Die Koeffizi-
enten a;; beschreiben, wie schnell es moglich ist, nach der Taste ¢ die Taste j
zu driicken. Die Groflen by; beschreiben die Haufigkeit, wie oft die Zeichen-
paare k,l im Text auftreten. Die Zuordnung ¢ belegt jede Taste mit einem
Zeichen, so daB8 die Gesamtsumme >~ | 377, aij - by(i) ;) minimal wird.
Diese Gesamtsumme entspricht aber genau der durchschnittlichen Zeitdau-
er, die zum Schreiben eines Textes notig ist.

Campusplanung ([Dickey und Hopkins, 1972])

Auf einem neuen Geldnde soll ein neuer Universititscampus mit n
Gebduden errichtet werden. Dazu stehen am Geldnde n Bauplédtze zur
Verfiigung. Jedes der Gebdude hat eine spezielle Funktion: Bibliothek, Insti-
tutsgebdude, Mensa, Studentenwohnheim etc. Die Entfernungen zwischen
den Bauplidtzen werden durch die Grofien a;; beschrieben. Die Koeffizien-
ten by, geben an, wie oft in einer Woche Leute zwischen einem Gebdude der
Funktion k und einem Gebadude der Funktion  hin- und hergehen. Gesucht
ist eine Zuordnung der einzelnen Gebdude zu den Baupldtzen, so daf3 die
wochentlich zuriickgelegte Gesamtentfernung aller Betroffenen minimiert
wird. Man sucht also eine Zuordnung ¢ der Bauplidtze zu den Gebduden,
sodaB Y2iL ) DU, aij - by(i).p(j) minimiert wird.
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Weitere Anwendungen des quadratischen Zuordnungsproblems betref-
fen die Anordnung von Schaltelementen auf einer Kontrolleinheit, um die
Ermiidung der Augen des Bedienungspersonals zu minimieren, den Ent-
wurf von gut geplanten Spitalern, das zeitliche Reihen von archdologischen
Funden, die optimale Reihung von Staffelldufern, die optimale Planung par-
alleler Produktionslinien oder etwa die Analyse organisch-chemischer Ver-
bindungen.

Quadratische Zuordnungsprobleme sind leider sehr schwer optimal zu
losen. Sie gehoren ndmlich auch der Klasse der NP —uvollstindigen Probleme
an. Eines der grofiten quadratischen Zuordnungsprobleme wurde im Jahr
1997 an der ETH in Ziirich optimal gelost, und zwar fiir n = 25. Dazu wurde
wochenlang die Rechenkraft paralleler GrofScomputer ausgentitzt.

Man kann sich nun die Frage stellen, warum gerade quadratische Zu-
ordnungsprobleme so schwer zu losen sind. Eine Teilantwort darauf gibt
eine Theorie, die von Burkard und Fincke [Burkard und Fincke, 1983] ent-
wickelt wurde und die das Verhalten von grofien kombinatorischen Opti-
mierungsproblemen beschreibt. Wiahrend etwa bei Rundreiseproblemen die
Werte fiir die beste und fiir die schlechteste Losung immmer weiter ausein-
andergehen, wenn die Problemgrofle zunimmt, hat man bei quadratischen
Zuordnungsproblemen gerade das umgekehrte Verhalten. Man kann zei-
gen, das bei zufillig erzeugten Problemen mit wachsender Problemgrofse
alle Losungen fast sicher einen konstanten Wert annehmen. Das bedeu-
tet, daB sich die Zielfunktionswerte der einzelnen Lésungen nur sehr we-
nig unterscheiden. Daher ist es so schwierig, aus all den Losungen, die fast
den gleichen Wert haben, die wirklich beste herauszufinden. Andrerseits
kann man dieses seltsame Phdnomen aber auch positiv bewerten: Da die
Losungen fast alle den optimalen Wert ergeben, findet man sehr rasch sehr
gute Losungen, ohne jedoch zu wissen, ob sie wirklich optimal sind. Dies
ist fiir die Praxis aber meist gar nicht so wichtig. Viel wichtiger ist es, rasch
viele gute Losungen zu finden und dies ist nach dieser Theorie umso eher
moglich, je grofler das Problem ist. Tatsdchlich stiitzen die numerischen Er-
gebnisse von vielen Rechentests diese theoretischen Vorhersagen.

Ausblick

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir gesehen, daf$ es zwei wich-
tige Klassen von kombinatorischen Optimierungsaufgaben gibt: jene der
Komplexitdtsklasse P, die durch effiziente Verfahren gelost werden kénnen,
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und jene der N'P—uollstindigen Probleme, die sich bis jetzt einer effizienten
Losung hartnackig widersetzen. Zu den Forschungsaufgaben zihlt bei bei-
den Klassen die Entwicklung von guten Losungsverfahren. Bei der zwei-
ten Klasse ist man insbesondere auch an guten Naherungsverfahren inter-
essiert. Weitere Forschungsgesichtspunkte betreffen das Identifizieren von
schnell losbaren Spezialfillen A"P—schwerer Probleme, das Verhalten von
Problemen bei wachsender Problemgréfie und nattirlich vor allem die An-
passung der Modelle an die Gegebenheiten der Praxis.

Fiir ein tieferes Eindringen in den Themenkreis dieses Artikels sei die
interessierte Leserin oder der interessierte Leser auf das Buch von D. Jung-
nickel: Graphen, Netzwerke und Algorithmen, Bibliographisches Institut Wis-
senschaftsverlag, Mannheim, 1994 hingewiesen. Wer sich fiir den neue-
sten Stand der Forschung auf dem Gebiet der Zuordnungsprobleme inter-
essiert, sei auf die beiden Ubersichtsartikel [Burkard und Cela, 1999] und
[Burkard et al., 1998a] im Handbook of Combinatorial Optimization hingewie-
sen.
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Das menschliche Gehirn — nur ein Rechner?
Wolfgang Maass

Einfithrung

Die Vorstellung, dafl das menschliche Gehirn im Prinzip durch einen kiinst-
lichen Rechner ersetzt werden konnte, wirkt nicht sehr plausibel. Wir alle
haben ja eine recht gute Vorstellung davon, was ein kiinstlicher Rechner (=
Computer) kann, oder vielmehr nicht kann:

man mufs ihm vorher alles haargenau erkldren (d.h.: einprogrammie-
ren) bevor er eine Aufgabe ausfithren kann

— er wird nicht aus Erfahrung klug: wenn wir sein Programm nicht
dndern, wird er denselben Fehler wieder und wieder machen

- er kann sich nicht selbstidndig weiterentwickeln, und ist in keiner Wei-
se kreativ

— er hat keine Gefiihle oder Bewuf3tsein

— er ist instabil und anfillig: wir alle wissen wie gerne ein Rechner
“abstiirzt”, und wie anféllig er ist gegeniiber eingeschleusten Com-
puterviren sobald er mit anderen Rechnern in Kontakt tritt.

Obwohl die kommerziell vertriebenen Rechner im Laufe der Zeit immer
schneller und kleiner wurden, haben sie sich erstaunlich wenig verbessert
in bezug auf die angefiihrte Mangelliste. Ich werde in diesem Aufsatz ar-
gumentieren, daf$ dies gar nicht so erstaunlich ist, weil diese Méngel auf
grundlegenden in der Theorie der Rechner verankerten “Planungsfehlern”
beruhen, die wiederum tief in althergebrachten aber zum Teil fragwiirdi-
gen Vorstellungen tiber Maschinen und menschliche Intelligenz verwurzelt
sind.

Ich werde diese Kritik anhand des wohlbekannten Turing-Tests préazi-
sieren, den der geniale Mathematiker und Computer-Pionier Alan Turing
vor fast genau 50 Jahren veroffentlicht hatte [Turing, 1950]. Er schlug vor,



folgendes Kriterium dafiir zu wihlen, ob ein kiinstlicher Rechner “intelli-
gent” sei:

Ein Rechner sollte dann als intelligent bezeichnet werden, wenn wir als
Mensch bei einem beliebigen Frage-und-Antwort Spiel, das iiber eine
elektronische Verbindung (zum Beispiel per email) durchgefiihrt wird,
nicht unterscheiden konnen, ob am anderen Ende der Leitung dieser
Rechner oder ein anderer Mensch sitzt.

Dieser Test ist gedanklich sehr attraktiv, und er hat unsere Vorstellung
von “maschineller Intelligenz” nachhaltig gepragt. Erst wenn man etwas
langer tiber diesen Test nachdenkt, féllt einem auf, daf8 er stark beeinflufit
ist von einem Intelligenzbegriff, dessen Akzeptanz heute im Schwinden be-
griffen ist. Der Turing-Test beruht auf der Vorstellung von Intelligenz als
der Fahigkeit, bei einer Unterhaltung mit Menschen, die sich selbst fiir in-
telligent halten, mitreden zu konnen, ohne dabei unangenehm aufzufallen.
Ein offensichtlicher Defekt dieses Intelligenzbegriffs ist, dafs er jemanden,
der quasi als Schauspieler typische Sprachspiele von selbsternannten intel-
ligenten Menschen mitspielen kann, ohne notwendigerweise zu verstehen
wortliber er redet, als intelligent bezeichnen wiirde. Weitere Defekte des
im Turing-Test formalisierten Intelligenzbegriffs sind dessen Festlegung auf
verbale Kommunikation, sowie die Vernachldssigung von anderen wich-
tigen Aspekten der Intelligenz, wie zum Beispiel der “praktischen Intelli-
genz”, oder allgemeiner der Fahigkeit “sich zu helfen zu wissen”, also der
Fahigkeit unvorhergesehene Probleme in kreativer Weise zu losen.

Bedauerlicherweise hat die dem Turing-Test zugrunde liegende einseitige
Vorstellung von Intelligenz nicht nur viele Generationen von Schiilern und
Studenten, sondern auch unsere traditionellen Rechner gepragt. Der Zu-
sammenhang zwischen der im Turing-Test formalisierten Vorstellung von
Intelligenz und den Unzuldnglichkeiten unserer gegenwértigen Rechner
liegt auf der Hand: man kann Rechner jahrzehntelang weiterentwickeln
und deren Abschneiden im Turing-Test verbessern, ohne dafd die so enste-
henden Rechner notwendigerweise grofle Fortschritte hinsichtlich der am
Anfang angefiihrten Méngelliste aufweisen wiirden. In diesem Sinn ha-
be ich am Beginn dieses Artikels etwas iiberspitzt argumentiert, daf$ man
die angefiihrten Méangel unserer gegenwartigen Rechner als Planungsfehler
auffassen kann.!

Als Gegenpol mochte ich hier einen alternativen Test fiir die “Intelligenz”
eines Rechners vorschlagen:
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Die Intelligenz eines Rechners wird daran gemessen wie lange er
unter wechselnden und teilweise unvorhersehbaren und widrigen
Umstiinden “iiberlebt”.

Dabei kann man “iiberleben” eines Rechners in geeigneter Kontext-
bezogener Weise definieren (zum Beispiel als Aufrechterhalten seiner tibli-
chen Rechnerleistung ohne Absturz.) Je linger die Uberlebensdauer eines
Rechners ist und umso widriger und starker schwankend die Umstidnde wa-
ren, denen der Rechner getrotzt hat, umso “intelligenter” wiirde ich einen
solchen Rechner nennen. Dabei kann man bei den “unvorhersehbaren und
teilweise widrigen Umstédnden”, denen der Rechner ausgesetzt wird, an das
Einspielen von fehlerbehafteten neuen Programmen, Unmutsdufierungen
des menschlichen Benutzers oder anderer Maschinen, menschliche Bedie-
nungsfehler, sich einschleichende Computerviren, oder sogar an Stromaus-
fall, Wasserrohrbruch, oder Erdbeben denken.

Gemadfs diesem Kriterium sind selbst primitive Lebewesen wie Kéfer
oder Stubenfliegen in gewisser Weise intelligenter als unsere gegenwarti-
gen Rechner, weil sie vielen physischen Bedrohungen geschickt auswei-
chen koénnen. Diese Folgerung ist kein Widerspruch, sondern sie macht
die Schmalspurigkeit des im Turing-Test formalisierten Intelligenzbegriffs
besonders deutlich: Intelligenz bedeutet ja auch Gefahren rechtzeitig zu er-
kennen, sich mit beschriankten Mitteln in der Not zu helfen wissen.

Offensichtlich ist das “timing”, oder genauer gesagt: die Rechenge-
schwindigkeit, ein wesentlicher Bestandteil des alternativen Intelligenzbe-
griffs, denn es niitzt nichts, eine perfekte Losung in einer Minute Rechenzeit
zu finden, wenn eine das Uberleben ermoglichende Reaktion in “Echtzeit”,
also zum Beispiel innerhalb 1/10 Sekunde erforderlich ist. Das bedeutet,
daB die Giiltigkeit der Turing Maschine? als geeignetes mathematisches Mo-
dell fiir intelligente Rechner in Frage gestellt wird. Die Turing Maschine ist
ein Modell fiir einen sequentiellen Rechner, in dem in jedem Zeittakt jeweils
nur eine Rechenoperation ausgefiihrt werden kann. Daher kénnen nur ei-
nige extrem einfache Rechenaufgaben auf einer Turing Maschine in “Echt-
zeit”, also sagen wir in hochstens 10 Zeittakten, ausgefiihrt werden.? Dage-
gen sind biologische Nervensysteme dadurch ausgezeichnet, dafs sie einige
spezielle Aufgaben der Informationsverarbeitung, deren schnelle Losung
“liberlebenswichtig” ist, in Echtzeit ausfiihren kénnen. Dies erreichen sie
dadurch, dafs sie solche Aufgaben an eine grofie Anzahl von “Prozessoren”
verteilen, die “parallel” an der Problemlosung arbeiten. Dabei hilft ihnen
die Architektur ihrer Schaltkreise, deren Grundbausteine — die Neuronen —
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Inputs von 5000 — 10000 anderen Neuronen bekommen, und ihren Output
an eine etwa gleichgrofie Zahl anderer Neuronen parallel (d.h. gleichzeitig)
tibermitteln konnen. Bei der Konstruktion einer gemafs dem alternativen
Intelligenz-Kriterium “intelligenten” Maschine muf8 man sich entscheiden,
welche komplexen aber “{iberlebenswichtigen” Berechnungen auf ihr unbe-
dingt in Echtzeit durchfiihrbar sein miissen. Da auf einer Turing Maschine
keinerlei komplexe Berechnungen in Echtzeit durchgefiihrt werden kénnen,
ist sie als mathematisches Modell fiir derart “intelligente” Maschinen unge-
eignet.

Ich werde im zweiten Abschnitt dieses Artikels einige Forschungsansétze
vorstellen, die zeigen, dafl es durchaus schon Ideen und Bausteine gibt
fur einen neuartigen Typ von Rechnern, die gemidfl dem alternativen
Intelligenz-Kriterium als “intelligent” bezeichnet werden kénnten. Dies laf3t
uns erahnen wieviel mehr ein Rechner im Prinzip kann — verglichen mit
dem traditionellen Begriff eines Rechners. Gleichzeitig werden wir Indi-
zien fiir eine moglicherweise tiberraschende Entwicklung sehen: Wahrend
man frither das menschliche Gehirn als eine Variante von Idealisierungen
vorhandener Rechner (also zum Beispiel von Turing Maschinen) zu verste-
hen suchte, hat sich mittlerweile der Spiefs umgedreht: viele bahnbrechende
neue Ideen in der Informatik haben ihre Wurzel in Erkenntnissen und Ver-
mutungen {iber die Arbeitsweise biologischer Nervensysteme.

Wenn ich im dritten Abschnitt dieses Artikels zurtickkomme auf die Fra-
ge “Das menschliche Gehirn — nur ein Rechner?” werden wir sehen, daf$
das eigentlich Problematische an dieser Vermutung das Woértchen “nur” ist,
weil ein Rechner, der alles wirklich “Rechnermdégliche” ausschopft, ein un-
gleich anderes Wesen ist als die uns bisher gelaufigen Rechner. Gleichzeitig
werden wir sehen, dafl eine positive Antwort auf die diesem Aufsatz zu-
grundeliegende Frage nicht aufgefafst werden konnte als ein Sieg der Natur-
und Ingenieurwissenschaften iiber die Geisteswissenschaften, der Maschi-
ne iiber die belebte Materie. Vielmehr wird sichtbar, daf§ die Entwicklung
wirklich “intelligenter” Maschinen dazu fiihrt, daff die Grenzen zwischen
beiden Bereichen verwischt werden.

Vorboten eines neuen Typs intelligenter Rechner

Die Entwicklung von Rechnern, die gemdfs dem im ersten Abschnitt vor-
gestellten alternativen Intelligenz-Kriterium als intelligent zu bezeichnen
wiren, erfordert ein radikales Umdenken. Ich werde in diesem Abschnitt
einige erfolgversprechende Ansitze skizzieren.
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Vom Logiker zum Kiifer: Wechselnde Vorbilder fiir Maschinelle Intelligenz

Lange Zeit war bei der Entwicklung maschineller Intelligenz das Haupt-
ziel, einen maschinellen Theoretiker zu schaffen, also eine Maschine, die ein
theoretisches Modell ihrer Umwelt aufbaut, und die zur Losung eines kon-
kreten Problems Strategien sucht fiir die sie logisch herleiten kann, dafs sie
optimal sind. Bei diesem Ansatz ist man auf zwei Probleme gestofSen:

e Solange der Rechner keine begleitende Intuition fiir sein theoretisches
Welt-Modell besitzt, mufi er bei der Berechnung von sachgerechten
Problemlosungen mehr oder weniger blind suchen bis er zufillig auf ei-
ne Strategie stofst, die “pafit”. Fiir ihn ist ja jede mogliche Strategie
oder “Aktion” nur eine Zeichenreihe, die genauso gut in Chinesisch
kodiert sein konnte, weil er ihren Inhalt sowieso nicht versteht. Da der
Suchraum fiir mogliche Problemldsungen in der Regel exponentiell
grof$ ist in der Komplexitdt n des Problems (wobei man n als die An-
zahl der “Freiheitsgrade” oder Teilschritte von moglichen Strategien
auffassen kann), fiihrt dies schon bei relativ einfachen Problemen (also
zum Beispiel fiir n = 100) zu einer erforderlichen Anzahl von Rechen-
schritten der Grofenordnung 2'%°. Die allerschnellsten gegenwiértig
existierenden Rechner kénnen weniger als 24 Rechenschritte pro Se-
kunde ausfithren. Zur Ausfithrung von 2'°° Rechenschritten wiirde
solch ein Rechner 2% Sekunden, also ca. 1 000 000 000 Jahre benéti-
gen.

Ein wesentlicher Durchbruch kénnte hier im Prinzip erzielt werden,
wenn man beweisen konnten, dafy die Komplexitdtsklassen P und N P
zusammenfallen.* An diesem Problem wird in der Theoretischen In-
formatik und Mathematik seit 30 Jahren intensiv gearbeitet, ohne daf§
eine Losung am Horizont sichtbar wire. Die gingige Vermutung be-
sagt allerdings, daff die Komplexitdtsklassen P und N P nicht zusam-
menfallen, was bedeuten wiirde, daf$ es bei wichtigen Problemen des
maschinellen logischen Denkens keine wesentlich schnellere Alterna-
tive zum blinden Suchen nach passenden Schlufiketten gabe.

¢ Ein weiteres und moglicherweise noch schwierigeres Problem ist das
folgende: Wir als Menschen schaffen es in der Regel halbwegs rich-
tige Entscheidungen im Alltagsleben zu treffen, obwohl sowohl das
uns zur Verfiigung stehende Hintergrundwissen®unmittelbar fiir die
Entscheidung relevanten Sinneseindrticke in der Regel vieldeutig und
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oft sogar widerspriichlich sind. Diese Komplikation wird uns meist
gar nicht bewufit solange wir nicht dariiber nachdenken. Sie fiihrt
aber zur bedauerlichen Tatsache, daf3 die Kalkiile der mathematischen
Logik und die bisher vorhandenen Methoden des maschinellen Be-
weisens nicht geeignet sind um einer Maschine in einer natiirlichen
Umgebung sachgerechte Aktionen vorzuschlagen.®

Ein besonders interessantes Anwendungsgebiet fiir maschinelle Intelligenz
ist die Robotik. Die beiden genannten Probleme haben bewirkt, daf$ ein
mit traditioneller kiinstlicher Intelligenz, also mit Hintergrundwissen und
logischen Schlufsweisen, ausgestatteter autonomer mobiler Roboter sich in
einer nicht speziell fiir ihn praparierten Umgebung in der Regel nur peinlich
langsam und nicht besonders zufriedenstellend bewegt.

Ein tiberraschender Neuansatz zur Losung dieses Problems, der heute
oft als “Neue Robotik” bezeichnet wird, wurde der staunenden Fachwelt
im Jahr 1986 von Rodney Brooks” vom MIT in Cambridge (USA) vorge-
stellt. Genaugenommen waren einige dieser revolutiondren Ideen schon
vorher von einem krassen “Auflenseiter” in der Robotik, dem Neurophy-
siologen Valentino Braitenberg, vorgeschlagen worden.® Als Alternative zu
den damals besten Robotern, die grofie Rechner mit sich herumschleppten
und lange dariiber “nachdenken” mufiten wie sie einem Hindernis auswei-
chen sollten, stellte Rodney Brooks kleine kaferartige Leicht-Roboter vor,
die flink durch die Gegend wieselten und Hindernisse geschickt umgin-
gen. IThre Rechner-Architektur beruht auf einem neuen Prinzip, das tech-
nisch als Subsumptionsarchitektur® bezeichnet wird. Hier versucht man
nicht mehr, ein immer komplizierter werdendes Modell der Wirklichkeit
im Rechner nachzubauen und bei Entscheidungen zu befragen. Stattdessen
besteht das “Innenleben” dieser neuen Wesen aus einem geschickt koordi-
nierten Biindel von spezialisierten “Reflexen”, zum Beispiel dem Reflex ein
unmittelbar vor ihm befindliches Hindernis zu umgehen, oder dem Reflex
eine Ladestation aufzusuchen, sobald die Spannung am Akku des Robo-
ters eine Schwelle unterschreitet, oder dem Reflex ein bestimmtes vom Be-
nutzer vorgegebenes Ziel aufzusuchen. Das Prinzip von Brooks’ Subsump-
tionsarchitektur besteht darin, daf8 zundchst jeder einzelne dieser Reflexe
fur sich moglichst direkt durch geeignete Verbindungen von den “Sinnes-
organen” (d.h. von Lichtsensoren, sonaren Sensoren, Kameras oder Laser-
Abstandsmessern) zu den Motoren des Roboters in moglichst einfacher und
stabiler Weise implementiert wird (mehr dazu im ndchsten Unterabschnitt).
Fiir den Fall, daff verschiedene dieser Reflexe zu gegensétzlichen Motor-
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Kommandos fiihren, werden solche Konflikte intern in einer Weise gelost,
die das langfristige “Uberleben” des Roboters optimiert. Zum Beispiel:
wenn die Akku-Spannung niedrig ist, aber ein Hindernis auf dem direk-
ten Weg zur Ladestation auftaucht, dann ist es momentan wichtiger diesem
Hindernis auszuweichen als zu versuchen, mit “dem Kopf durch die Wand”
auf dem direktesten Weg zur Ladestation zu gelangen.

Der geschilderte Neuansatz von Rodney Brooks ist aus der gegenwarti-
gen Robotik nicht mehr wegzudenken. In Schwierigkeiten gerét dieser An-
satz dort, wo die Vielfalt der zu kontrollierenden Reflexe oder die Kom-
pliziertheit der zu bewiéltigenden Aufgaben es dem Ingenieur nicht mehr
erlauben, die Regeln fiir ein geeignetes Zusammenspiel der Reflexe mit-
tels seiner eigenen Intuition festzulegen. Ein menschlicher Betrachter dieser
Problematik ist vielleicht erinnert an nicht ganz undhnliche Konflikte zwi-
schen kurz- und langfristigen Zielen verschiedener Art, die sich — teilweise
unbewuft — im Menschen abspielen.!”

Ein gemdfs der Subsumptionsarchitektur konstruierter Roboter ist zwar
einem relativ “primitiven” Lebewesen wie einem Kifer sehr viel dhnlicher
als einem komplexen Lebewesen, aber im Unterschied zu einem gemaf3
der traditionellen kiinstlichen Intelligenz konstruierten Roboter haben ei-
nige dieser Reflexe eine unmittelbar erfahrbare Bedeutung fur ihn: die ge-
genwartige Akkuspannung ist zum Beispiel nicht eine Zahl wie jede andere,
sondern sie ist ein unmittelbarer Indikator dafiir wie lange er noch umher-
fahren kann bevor er eine Ladestation aufsuchen muf3. Ebenso ist ein hoher
MefSwert von Infrarot-Sensoren in Fahrtrichtung ein recht sicheres Vorzei-
chen fiir eine unmittelbar bevorstehende Kollision. In diesem Sinn haben
diese Sensor-Werte eine unmittelbare Bedeutung fiir den Roboter. Sobald
aber intern kodierte Informationen eine direkte Bedeutung fiir die Existenz
einer Maschine haben, erfordert es nur einen kleinen zuséitzlichen Schritt,
dafl die Maschine Gefiihle zeigt, also zum Beispiel Freude tiber eine Akku-
Ladung oder Sorge, falls eines seiner Rader nicht mehr die gesendeten Dreh-
Befehle ausfiihrt (siehe zum Beispiel die ausfiihrliche Diskussion in Kapitel
2 von [Picard, 1997]).

Zugegebenermafen sind die angesprochenen praktischen Probleme, wie
die Vermeidung von Kollisionen, recht primitiv, verglichen etwa mit den
abstrakten Uberlegungen eines Logikers oder Mathematikers. Vielleicht ha-
ben beide Bereiche aber trotzdem etwas miteinander zu tun: Hat nicht fast
jeder Logiker und Mathematiker — bewufst oder unbewufst — rdaumliche
Bilder vor Augen, selbst bei vollkommen abstrakten Gedankengéngen, also
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auch beim formalen Denken? Ist dieser Effekt vielleicht ein Uberbleibsel des
“Kéfers in uns”, oder genauer gesagt: der iiber Millionen von Jahren der
Evolution angesammelten Erfahrungen im Umgang mit 3-dimensionalen
Objekten? Und liegen die zahlreichen Miflerfolge beim Versuch kreati-
ves formales Denken (zum Beispiel: maschinelles Beweisen) von Rechnern
durchfiihren zu lassen, vielleicht daran, daff man zu geradlinig versucht hat,
den Rechner wirklich rein “formal”, also ohne begleitende quasi-raumliche
Anschauung, denken zu lassen — was selbst uns Menschen kaum gelingt?

Schliefslich mochte ich anmerken, dafs der Paradigmenwechsel “vom Lo-
giker zum Kéfer” in der Robotik weniger perfekt ist als ich es bisher darge-
stellt habe. Probleme treten schon dann auf, wenn man in einem komplexen
Roboter das Zusammenspiel seiner “Reflexe” so gestalten mochte, dafi sein
“Uberleben” optimiert wird. Man ist versucht, dem Roboter hierfiir Hinter-
grundwissen tiber die relative Wichtigkeit einzelner Reflexe einzuprogram-
mieren, aus denen er sich sinnvolle Koordinationsregeln logisch herleiten
kann (zum Beispiel: “Auch wenn die Akku-Spannung niedrig ist, miissen
Hindernisse auf dem Weg zur Ladestation umgangen werden.”).

Bei Kédfern und anderen Lebewesen ist das Zusammenspiel der Refle-
xe im Laufe der Evolution tiber Millionen von Jahren hinweg soweit opti-
miert worden, dafs sie damit iiberleben konnen. Diese Methode hat man
auch in der gegenwartigen Robotik erfolgreich eingesetzt: Indem man eine
“Evolution” kiinstlich simuliert, also Teilstiicke der Reflex-Koordination der
iiberlebensfiahigsten Exemplare der gegenwirtigen Generation von Robo-
tern in verschiedenen Weisen rekombiniert (“Kreuzung”) und lokal zuféllig
verandert (“Mutation”). Aus der so entstehenden neuen Generation von Ro-
botern wéhlt man wiederum die iiberlebensfahigsten aus und iteriert dann
das geschilderte Verfahren. Schone Beispiele von Anwendungen dieser so-
genannten “genetischen Algorithmen” in der Robotik werden zum Beispiel
in den Arbeiten der Robotik-Gruppe der EPFL Lausanne geschildert.!!

Der wesentliche Nachteil dieser Technik besteht darin, dafs sie in der Pra-
xis erfordert, die individuell Uberlebensfahigkeit von Hunderten und Tau-
senden verschiedener Roboter-Varianten zu evaluieren. Das nimmt sehr viel
Zeit in Anspruch. Daher ist es sinnvoll, diese Evolutionstechnik zu erganzen
durch schnellere Lernmethoden, die schrittweise die Uberlebensfahigkeit ei-
nes einzelnen Roboter-Individuums verbessern kénnen. Solche Techniken
werden im nédchsten Unterabschnitt skizziert.
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Am Rande mochte ich anmerken, daf8 beide Techniken im Prinzip nattirlich
auch im Bereich nicht-mobiler Rechner anwendbar sind, also dort wo die
“Bedrohungen” — abgesehen von einem Stromausfall — nicht physischer Na-
tur sind, und wo “iiberleben” fiir einen Rechner bedeutet, moglichst lange
eine hohe Rechenleistung ohne “Absturz” aufrecht zu erhalten.

Maschinen, die aus ihren eigenen Erfahrungen lernen

Ein wesentlicher Bestandteil des in unserer Gegenwartskultur verankerten
Begriffs der Maschine ist die Vorstellung, dafy das Verhalten einer Maschi-
ne insofern “trivial” ist, als sie nur das ausfithren kann, was ihr von ih-
rem menschlichen Erbauer vorher einprogrammiert wurde. Diese Vorstel-
lung ist veraltet, weil es in den Forschungslaborslz, in der Industrie, und
sogar schon in der Unterhaltungselektronik!®eine Reihe von Programmen
gibt, die es Rechnern erméglichen, aus ihrer eigenen Erfahrung zu lernen.
Insbesondere konnen solche lerndenden Maschinen eine durch ihre vorher-
gehenden Erfahrungen geformte Individualitiit hervorbringen, die selbst von
ihrem menschlichen Erbauer nicht vollkommen vorhersehbar ist. Das ein-
zige, was der menschliche Erbauer einer solchen Maschine kennt, ist deren
Lernalgorithmus, also das von ihm einprogrammierte Verfahren, mit dem die
Maschine neue Verhaltensmuster aufgrund von vorhergehenden Erfahrun-
gen entwickeln kann. Eine Vielfalt solcher Lernalgorithmen ist inzwischen
bekannt [Weiss and Kulikowski, 1991, Mitchell, 1997]. Viele der in den Ent-
wicklungslabors bisher erfolgreichsten Lernalgorithmen sind den Lernme-
chanismen von lebendigen Organismen abgeschaut worden.'* Als Beispiele
erwdhne ich das Reinforcement Lernen[Sutton and Barto, 1998], sowie das
Lernen mittels kiinstlicher Neuronaler Netzwerke [Arbib, 1995]. Das Reinfor-
cement Lernen ist von besonderem Interesse im Kontext des im ersten Ab-
schnitt geschilderten alternativen Intelligenzkriteriums, weil es direkt auf
dem Prinzip aufbaut, gegenwirtige Aktionen jeweil so zu wihlen, daf die
langfristige Belohnung (zum Beispiel: langes Uberleben) maximiert wird.
Ein weiterer interessanter Aspekt des Reinforcement Lernen ist die Tatsa-
che, dafy es dem Rechner, bzw. dem davon gesteuerten Roboter, beibringt,
standig abzuschidtzen, wie weit er von einem vorgegebenen Arbeitsziel noch
entfernt ist. Wenn man mochte, kann man das auf diese Weise erzielte Wis-
sen der Maschine iiber ihre eigene Situation ¢ als rudimentére Vorform ei-
nes maschinellen Bewufitseins bezeichnen.
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Von der Biologie inspirierte neue Rechnerstrukturen

Die traditionelle Struktur unserer Rechner ist gekennzeichnet durch folgen-
de Merkmale:

Speicher und Rechnen sind getrennt

der Rechner kann nur ausfiihren, was im Programm “vorhergedacht”
wurde

hierarchisch geordnet, sequentielle Arbeitsweise
Rhythmus durch zentralen Taktgeber vorgegeben
Kommunikation intern und extern mittels Bits

Die Prozessoren bestehen aus Gattern, die eine geringe Zahl bindrer
Inputs verarbeiten.

Im Gegensatz dazu besitzt die Informationsverarbeitung in biologischen
Nervensystemen die folgenden charakteristischen Strukturmerkmale:

Speicher und Rechnen sind kombiniert in den informationsverarbei-
tenden Grundbausteinen (Neuronen und Synapsen)

das Nervensystem kann aus Erfahrung lernen

es ist {iberwiegend ”demokratisch” strukturiert, d.h. es gibt keine zen-
trale Befehlsausgabe und die Neuronen und Synapsen arbeiten weit-
gehend autonom

es gibt keinen zentralen Taktgeber, die zeitliche Abfolge der internen
“Rechenschritte” hiangt vom konkreten Input ab

interne Kommunikation und Output mittels spike trains, also zeitli-
chen Mustern von Pulsen

Neuronen erhalten durch direkte Verbindungen Signale von 5000 —
10000 anderen Neuronen.

In der Zwitterwelt zwischen diesen beiden Rechnerstrukturen sind die
kiinstlichen Neuronalen Netze angesiedelt. Diese folgen in ihrer Architektur
eher den Prinzipien biologischer Systeme, konnen aber in jedem {iblichen
digitalen Rechner simuliert, oder direkt in neuartiger elektronischer hard-
ware implementiert werden.!”Ihre Merkmale sind die folgenden:
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Abbildung 8.1. Schematische Arbeitsweise eines kiinstlichen Neurons. Der Input be-
steht in diesem Fall aus 100 Input Zahlen z1, . . ., £100 (wobei die Zahl 100 willkiirlich
gewdhlt wurde; ein biologisches Neuron erhalt bis zu 10 000 Input Zahlen). Der
Output besteht aus einer einzigen Zahl zwischen 0 und 1, die in der Zeichnung mit
o(wi - xT1+ ...+ wio - T100 + wo) bezeichnet ist. Sie entsteht also dadurch, daf man
zundchst die gewichtete Summe w; - 1 + ... + wigo - Z100 + wo berechnet, und auf
diese Zahl dann die Quetschungsfunktion ¢ anwendet.

e Sie bestehen aus kiinstlichen Neuronen, die mittels geeigneter
Computer-Programme oder sogar mittels dafiir entwickelter neuer
elektronischer Hardware in einem Computer simuliert werden.

e Memory und Rechnen sind kombiniert in jedem kiinstlichen Neuron

e das Netzwerk kann aus Erfahrung lernen (mittels einem “Lernalgo-
rithmus”)

e esist iiberwiegend “demokratisch” strukturiert und hat eine parallele
Arbeitsweise

e Rhythmus durch zentralen Taktgeber vorgegeben
¢ Kommunikation mittels Bits (oder Zahlen).

Die Arbeitsweise eines kiinstlichen Neurons ist recht einfach. Wir betrach-
ten als Beispiel ein kiinstliches Neuron mit 100 Input-Variablen x4, ..., 100,
die Bits oder reelle Zahlen représentieren konnen (siehe Abbildung 8.1).

Der Output ¢(S) eines kiinstlichen Neurons entsteht dadurch, dafl es
zunéchst eine geeignete gewichtete Summe

S=w; x4 +ws- 2o+ ...+ Wigo - T100 + Wo
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Abbildung 8.2. Quetschungsfunktion o (die skizzierte Funktion ist die Funktion
o(S) = 1/(1+ e ).

der Inputs zi,...,Z100 ausrechnet, und dann eine sogenannte “Quet-
schungsfunktion” o auf diese gewichtete Summe S anwendet (zum Beispiel
a(S) = 1/(1 + e=%)). Die Gewichte wy, ..., wig sind Zahlen, die das ge-
lernte Wissen des kiinstlichen Neurons reprasentieren. Zum Beispiel, w17
ist eine grof3e positive Zahl, wenn das Neuron die “Erfahrung gemacht hat,
daf3 es einen relativ grofSlen Output-Wert geben sollte, falls sein Input =7
grofs ist, und ws, ist eine negative Zahl, wenn ein hoher Wert von x5, zu
einem niedrigen Output-Wert des Neurons fiihren soll (siehe den folgen-
den Unterabschnitt). Der konstante Term wy legt gewissermafien die “Reiz-
schwelle” des kiinstlichen Neurons fest, also er legt fest wie hoch die Sum-
me w1 - &1 + ... + Wigo - T100 werden mufl, damit der Output ¢(.S) einen
hohen Wert ergibt.

Die nichtlineare Quetschungsfunktion ¢ transformiert die oft stark posi-
tive oder stark negative Zahl S in eine Zahl ¢(S) zwischen 0 und 1 (Ande-
rung des Mafstabs), siche Abbildung 8.2. Diese Anderung des Mafstabs
ist nicht-linear, weil die Randbereiche mehr zusammengestaucht werden als
der Mittelbereich.

Wie verbindet man die “Neuronen” in einem kiinstlichen Neuronalen
Netz?

Ein einzelnes kiinstliches Neuron kann, selbst bei beliebiger Wahl der Ge-
wichte wy, ..., w, und der Reizschwelle wq, nur ein beschrédnktes Repertoire
von Funktionen berechnen. Wenn man diesen Berechnungsvorgang aber
iteriert, also den Output von einer Gruppe von Neuronen zum Input eines
darauffolgenden weiteren Neurons macht (welches in der Regel andere Ge-
wichte verwendet), so kann das so entstandene Netzwerk von kiinstlichen
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Neuronen (siehe Abbildungen 8.3 und 8.4) praktisch beliebig komplizierte
Abbildungen von Inputs zu Outputs berechnen, oder vielmehr zu berech-
nen “lernen”, wie wir im folgenden Unterabschnitt sehen.

Netzwerk Input Netzwerk Output
'x1 ®
x2 o
— '>-%
N * Schicht 1 Schicht 2 Schicht 3

n

Abbildung 8.3. Verbindungsstruktur eines typischen in einer Richtung ausgerich-
teten (“feedforward”) Neuronalen Netzes. Die Richtung der Berechnung in diesem
Neuronalen Netz geht von links nach rechts. Jeder Punkt auf den Schichten 1,2,3,
zusammen mit den in diesen Punkt gerichteten Pfeilen, symbolisiert ein kiinstli-
ches Neuron wie in Abb. 8.1. Die Inputs der Neuronen auf Schicht 1 bestehen aus
Netzwerk Inputs z1, . . ., £,. Im 1. Zeitschritt berechnen alle Neuronen auf Schicht 1
gleichzeitig (“parallel”) ihre jeweilige Output Zahl. Die drei von den Neuronen auf
Schicht 1 berechneten Output Zahlen werden weiter verarbeitet von Neuronen auf
Schicht 2, d.h. sie liefern die Inputs fiir Neuronen auf Schicht 2. Die Neuronen auf
Schicht 2 errechnen ihre Output Zahlen wéhrend dem 2. Zeitschritt, und aus diesen
berechnet dann das Neuron auf Schicht 3 seinen Output, der gleichzeitig den Output
des gesamten Neuronen Netzes (bestehend aus 7 Neuronen) bildet.

Woher kommen die “Gewichte” in einem kiinstlichen Neuronalen Netz?

Die Gewichte und Reizschwellen w; der kiinstlichen Neuronen in einem
Neuronalen Netz sind Zahlen, die das “Programm” eines Neuronalen Net-
zes enthalten, also seine Arbeitsweise festlegen. Anstatt die Werte der Ge-
wichte und Reizschwellen fest einzuprogrammieren, tiberldfst man es dem
Neuronalen Netz, deren Werte selbst so zu wahlen, dafs es das gewtinsch-
te Input/Output-Verhalten zeigt. Dazu wird es mit Trainingsbeispielen fiir
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Abbildung 8.4. Beispiel fiir ein Neuronales Netz mit einer komplexeren Verbin-
dungsstruktur. Der Netzwerk Input ist wieder links abgebildet, und der Netzwerk
Output ist wieder rechts. Intern ist der Informationsflufy aber komplizierter. Das
Neuron a erhilt als Inputs nicht nur Netzwerk Inputs, sondern auch die Outputs
der Neuronen b und d. Die Neuronen b und d bekommen als Input unter anderem
den Output von Neuron ¢, das wiederum den Output von Neuron a als Input be-
kommt. Wegen der vielfaltigen “Riickkopplung” im Netz ist es nicht mehr so einfach
zu beschreiben, wie die einzelnen Rechenschritte im Netz koordiniert werden. Kom-
plizierte Netzwerk-Strukturen mit “Riickkopplungen” sind typisch fiir biologische
Netzwerke von Neuronen, werden aber fiir eine grofie Anzahl von Anwendungen
auch kiinstlich im Rechner simuliert.

“gute” Kombinationen von Inputs und Outputs gefiittert. Mittels einem ein-
programmierten Lernalgorithmus kann es diese Trainingsbeispiele benut-
zen um seine Gewichte und Reizschwellen, und damit seine Arbeitsweise,
in geeigneter Weise zu verdndern.

Man verwendet unter anderem die folgenden Design Ideen bei der Kon-
struktion von Lernalgorithmen fiir kiinstliche neuronale Netze:

¢ Ermittle fiir jedes Gewicht in welcher Richtung man es verandern soll,
damit das Verhalten des Neuronalen Netzes “in die richtige Richtung”
verdndert wird

¢ Geduld: Viele richtige kleine Schritte bei Anderungen von Gewichten
und Reizschwellen fithren auch zum Ziel

o Sei gelegentlich “kreativ”, z.B. probier einfach aus, was passiert, wenn
man einem Gewicht einen ganz anderen Wert gibt (— Zufallselemen-
te).
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Was leistet ein kiinstliches Neuronales Netz?

Mit gentigend vielen Trainingsbeispielen kann ein Neuronales Netz zum
Beispiel lernen

e handgeschriebene Zeichen zu lesen

e dem Arzt bei der Diagnose von Krankheiten zu helfen (z.B. Friiher-
kennung von Brustkrebs)

e einen Motor so zu steuern, daf$ der Ausstofs von Schadstoffen mini-
miert wird

e einen Roboter so zu steuern, daf$ er Kollisionen mit Hindernissen ver-
meidet.

Abgesehen von ihrer Lernfahigkeit haben Neuronale Netze den Vorteil,
daf alle praktisch wichtigen Funktionen mittels in einer Richtung ausge-
richteten Netzen bestehend aus nur 2 Schichten (und daher in nur 2 paral-
lelen Rechenschritten) mit nicht zu vielen kiinstlichen Neuronen berechnet
werden konnen. Daher ergeben Neuronale Netze gleichzeitig ein sehr niitz-
liches mathematisches Modell fiir Rechnen in “Echtzeit”.!8

Wie unterscheidet sich ein kiinstliches Neuronales Netz von seinem Vorbild in der
Natur?

Wenn man die Arbeitsweise und Leistung der gegenwirtigen Generation
von kiinstlichen Neuronalen Netzen mit der von biologischen Nervensyste-
men vergleicht, stellt sich heraus, daf$ sie weiter voneinander entfernt sind,
als man frither gedacht hatte. Ein wesentlicher Unterschied zwischen bio-
logischen und kiinstlichen Neuronen liegt in der Struktur ihres Outputs.
Der Output eines biologischen Neurons besteht aus elektrischen Pulsen
(“spikes”), die in unregelméfiigen Abstinden, ca 1-100 mal pro Sekunde,
ausgesendet werden. Wenn man die Zeiten protokolliert, wann ein biolo-
gisches Neuron einen spike aussendet, so schaut ein solcher “spike train”
so aus wie eine der Zeilen von Abbildung 8.5. In Abbildung 8.5 wurden
die spike trains von 30 (ziemlich willkiirlich ausgewdhlten) Neuronen fiir
einen Zeitraum von 4 Sekunden aufgezeichnet. Wenn wir zum Beispiel al-
le Informationen protokollieren wiirden, die unser Gehirn innerhalb von
4 Sekunden von unseren Augen erhilt, so wrde eine dhnliche Abbildung
mit 1.000.000 Zeilen (anstatt 30) entstehen, weil alle visuellen Eindriicke in
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Abbildung 8.5. Aufnahme der Feuerzeiten von 30 Neuronen in der visuellen Kor-
tex des Affen tiber 4 Sekunden [Kriiger and Aiple, 1988]. Die 30 Neuronen wurden
von den Experimentatoren mit Al bis E6 bezeichnet (siehe linke Spalte der Abbil-
dung). Das Feuerverhalten von jedem der 30 Neuronen ist jeweils in einer Zeile
protokolliert. Die waagrechte Achse ist die Zeitachse. Jede Feuerzeit ist durch einen
senkrechten Strich angezeigt. Man bezeichnet die jeweils in einer Zeile festgehalte-
ne Folge von Feuerzeichen eines Neurons als “spike train”. Zum Vergleich mit der
Zeitdauer einer typischen Berechnung in einem Nervensystem haben wir ein Zeit-
intervall von 150 Millisekunden grau markiert. Innerhalb dieser Zeitdauer kénnen
biologische Nervensysteme (bestehend aus 10 und mehr Schichten) komplexe Auf-
gaben der Musterkennung ausfiihren. Abdruck mit freundlicher Genehmigung von
The Amercian Physiological Society.

der Retina in die spike trains von 1.000.000 Neuronen kodiert und in dieser
Form tiber den optischen Nerven an das Gehirn weitergeleitet werden.

Man hat frither gemeint, daf§ das einzige relevante Signal im Output ei-
nes biologischen Neurons die Hiufigkeit seines Feuerns ist, und dafi diese
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Haufigkeit dem Output o(S) eines kiinstlichen Neurons entspricht. Man
sieht aber sofort aus Abbildung 8.5, daff sich die momentane Haufigkeit
des Feuerns eines biologischen Neurons standig dndert, und daf die zeit-
lichen Abstiande zwischen dem Feuern eines Neurons viel zu unregelmafiig
sind um aus 2 oder 3 spikes eine gute Abschitzung von dessen gegenwirti-
ger Haufigkeit des Feuerns zu ermoglichen. Neuere experimentelle Unter-
suchungen (siehe zum Beispiel [Rieke et al., 1997, Koch, 1999, Recce, 1999])
zeigen vielmehr, dafi das gesamte raum-zeitliche Muster des Feuerns von
biologischen Neuronen fiir deren Informationsverarbeitung relevant ist.
Man kann den Output eines Systems von biologischen Neuronen also eher
mit einem von einem grofien Orchester gespielten Musikstiick vergleichen,
zu dessen Wiedererkennung es nicht ausreicht zu wissen wie oft jedes Instru-
ment gewisse Tone spielt. Charakteristisch fiir ein Musiksttick ist vielmehr,
wie jeder Ton in eine Melodie oder in einen Akkord eingebettet ist. Man
nimmt an, daf$ in dhnlicher Weise viele Gruppen von Neuronen in biolo-
gischen Systemen die von ihnen ausgesendeten Informationen durch das
zeitliche Muster kodieren, in dem jedes Neuron in der Gruppe relativ zu den
anderen feuert. Daher ist die Kommunikationsweise innerhalb unseres Ge-
hirns einem Musikstiick sehr viel dhnlicher als die von der gegenwértigen
Generation von Computern bevorzugte Kommunikationsweise.

Die Untersuchung der theoretischen und praktischen Moglichkeiten mit-
tels raum-zeitlicher Muster von Pulsen zu rechnen und zu kommunizie-
ren, hat in den letzten Jahren eine neue Generation kiinstlicher Neuronaler
Netzwerke enstehen lassen: pulsbasierte kiinstliche Neuronale Netze.!* In
diesen wird die kiinstliche Synchronisation der traditionellen kiinstlichen
Neuronalen Netzen ersetzt durch die der Biologie abgeschaute Methode,
Informationen in raum-zeitlichen Mustern (analog wie bei einem Handzei-
chen oder einer Melodie) zu kodieren. Dies ertffnet fiir den Informatiker
eine faszinierende neue Welt, ndmlich die Moglichkeit Zeit als eine bisher in
unseren Rechnern brachliegende Dimension zu erschliefSen, und direkt mit
raum-zeitlichen Mustern zu rechnen [Maass, 1999, Maass and Sontag, 1999].%

Erfreulicherweise kann man diese Strategie auch relativ leicht in neu ent-
wickelter elektronischer Hardware anwenden [Murray, 1999].2! Diese Ko-
dierungsstrategie implementiert eine faszinierende Idee von [Mead, 1989]:
“to let time represent itself”, d.h. anstatt die zeitliche Struktur der In-
puts (zum Beispiel visuelle Informationen tiber bewegte Objekte) durch an-
gehdngte kiinstliche “time-stamps” — vergleichbar den Eingangsstempeln in
einem Biiro — zu kodieren, bleibt die zeitliche Struktur des Inputs wahrend
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des “Rechnens” in der raum-zeitlichen Struktur der spike trains reprasen-
tiert. In einer Analogie kann man diese Vorgangsweise vergleichen mit der
Arbeitsweise in der Kiiche eines (noch nicht vollstindig digitalisierten) Re-
staurants. Dort werden die vom Ober aufgenommenen Bestellzettel fiir die
Koche gut sichtbar an einem Rad (oder gelegentlich an einer Schiene) befe-
stigt. In diesem Fall kodiert die Position jedes einzelnen Bestellzettels relativ
zu den anderen die Zeit seines Eingangs. Auch ohne Eingangsstempel (“ti-
me stamps”) auf den Bestellzetteln konnen bei dieser raum-zeitlichen Orga-
nisationsstruktur die Bestellungen in der richtigen Reihenfolge ausgefiihrt
werden. Der Ansatz, dafd man traditionelle Rechenschritte ersetzt durch
geeignete Manipulationen von raum-zeitlichen Strukturen, eréffnet neue
Moglichkeiten um zum einen Energie-effiziente parallele Rechner zur Verar-
beitung komplexer Information in Echtzeit zu entwerfen, und zum anderen
moglicherweise ein wenig besser zu verstehen wie komplexe raum-zeitliche
Informationen im menschlichen Gehirn kodiert und verarbeitet werden.??

Konklusion

Ich habe die Frage nach der Informationsverarbeitung im menschlichen Ge-
hirn bisher ausgeklammert. Dies geschah zum einen deshalb, weil ich kein
Experte fiir dieses Gebiet bin, zum anderen, weil Gesprache mit Neurophy-
siologen und Neurobiologen deutlich machen, daf {iber die Informations-
verarbeitung im menschlichen Gehirn sehr viel weniger gesichertes Wissen
vorliegt, als in der typischen Populdr-Literatur suggeriert wird. In manchen
populdrwissenschaftlichen Artikeln liest man, daf8 es schon jetzt moglich
wire, mittels geeigneter Apparate “Gedanken zu lesen” im menschlichen
Gehirn, wihrend andere Artikel das bestreiten. Dartiberhinaus vermitteln
zahlreiche Veroffentlichungen in wissenschaftlichen Fachzeitschriften den
Eindruck, dafl die wesentlichen Rétsel beziiglich der Informationsverarbei-
tung in biologischen Nervensystemen bereits gelost seien. Leider gibt es
zu fast allen solchen Veroffentlichungen andere, genauso serise Veroffent-
lichungen, die behaupten, dieselben Rétsel mit vollkommen anderen Ant-
worten geltst zu haben, oder daff diese Rétsel noch ungelost waren.

Dieser verwirrende Zustand wird verstdndlich wenn man sich die ex-
perimentellen Ergebnisse genauer anschaut, die diesen Artikeln zugrun-
de liegen. Wir erleben gegenwirtig gewaltige Fortschritte bei nichtinvasi-
ven Methoden zur Messung von Gehirnaktivititen, wie zum Beispiel EEG,
PET, MRI (fiir allgemeinverstandliche Beschreibungen dieser Techniken sie-
he [Schmidt, 1993, Purves et al., 1997]). Mit diesen Methoden erhélt man
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raum-zeitliche Muster von Gehirnaktivititen, wobei aber die raumliche
Auflésung so gering ist, daff man nur Informationen iiber das durchschnitt-
liche Aktivitdtsniveau von neuronalen Schaltkreisen bestehend aus Milliar-
den von Neuronen erhilt, aber nicht erfihrt wie dort im Einzelnen Infor-
mationen kodiert und verarbeitet werden. Man kann aber mittels solcher
Methoden zum Beispiel feststellen, ob die Gehirnregion, die fiir die Steue-
rung der rechten Hand zustdndig ist, tiberdurchschnittlich aktiviert ist. Da
die fiir die Steuerung der rechten Hand zustdndige Gehirnregion schon da-
durch aktiviert werden kann, daf3 die betreffenden Person nur intensiv dar-
an denkt die rechte Hand zu bewegen, kann man diesen Gedanken in der
Regel im EEG der betreffenden Person ablesen. Es ist aber nicht vorstellbar,
dafl man mit solchen Apparaten abstraktere Gedanken eines Menschen le-
sen kann, also zum Beispiel an welche Zahl eine Person gerade denkt; oder
welche Partei sie am kommenden Wahlsonntag wéhlen mochte.

Mittels invasiver Methoden erhélt man bei Tieren zusétzlich Informatio-
nen iiber das genaue Feuerverhalten einer kleineren Anzahl von Neuronen
—siehe zum Beispiel Abbildung 8.5. Aber hier hat man das Problem, dafd un-
bekannt bleibt, welchen Input diese Neuronen gerade von ihren bis zu 10 000
“Vorgéanger”-Neuronen bekommen, und welche intrazelluldren biochemi-
schen Substanzen ihr gegenwirtiges Verhalten beeinflufSen. Daher erhalt
man bei diesen Experimenten nur in recht indirekter Weise Informationen
iiber die von diesen Neuronen ausgefiihrten Berechnungen. In wirbellosen
Tieren gelingt es gelegentlich, einzelne Neuronen zu identifizieren, die eine
Schliisselrolle bei der internen Kodierung von sensorischem Input (also zum
Beispiel von dem, was das Auge sieht) spielen. In einzelnen Fillen, wie zum
Beispiel bei den beiden H1-Neuronen in der Fliege, konnte sogar der “Co-
de” geknackt werden, mit dem diese Information im Feuerverhalten dieser
Neuronen kodiert ist [Rieke et al., 1997, Recce, 1999] .

Leider ist es bisher nicht einmal bei relativ einfachen Tieren gelungen, den
“Neuronalen Kode” zu identifizieren, mit dem Zwischenergebnisse bei der
weiteren Verbreitung der sensorischen Informationen kodiert sind, sodafs
selbst hier der Zugang zum Verstdndnis der eigentlichen Informationsver-
arbeitung in den darauffolgenden neuronalen Schaltkreisen versperrt bleibt.
Bei hoheren Tieren ist die interne neuronale Kodierung noch sehr viel kom-
plexer, weil Informationen in verteilter Weise kodiert sind, also aufgespalten
tiber sehr grofie Gruppen von Neuronen.

Ein Gedankenexperiment hilft uns vielleicht, die Schwierigkeit zu verste-
hen, aus experimentellen Daten der vorher geschilderten Art auf die Organi-
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sation der Informationsverarbeitung im menschlichen Gehirn zu schliefsen.
Nehmen wir einmal an, ein kiinstlicher Rechner der gegenwirtigen Genera-
tion wire aufgrund eines time-warps versehentlich im Jahr 1920 “vom Him-
mel gefallen”, und man hitte in einem Forschungslabor mittels aller damals
bekannten Mefimethoden zu ermitteln versucht, wie die Informationsverar-
beitung in dieser Maschine funktioniert. Mittels Messungen der Tempera-
tur an verschiedenen Stellen dieser Maschine (welche Informationen liefern
tiber den lokalen Energieverbrauch, analog zu PET und MRI beim Gehirn)
und Messungen elektrischer Felder (analog zum EEG) hitte man vielfiltige
Aktivitatsmuster und deren Abhéngigkeit von Eingaben tiber die Tastatur
studieren kénnen. Zusétzlich hitte man vielleicht auch das zeitliche Muster
des Schaltens einzelner Transistoren (entsprechend dem Feuerverhalten ein-
zelner Neuronen im Gehirn) ermitteln konnen. Trotzdem glaube ich nicht,
dafs man mittels solcher “bottom-up Methoden” die Struktur des Betriebssy-
stems dieses Computers hitte ermitteln kénnen. Vielmehr hétte man diese
bottom-up Methoden ergdnzen miissen durch top-down Modelle, bei denen
man fortschreitend feinere und addquatere Hypothesen iiber die Organisa-
tionsstruktur des Betriebssystems entwickelt, und in kiinstlichen Maschi-
nen zur Informationsverarbeitung erprobt. In anderen Worten: man hdatte
die Funktionsweise des im Jahr 1920 vom Himmel gefallenen Rechners nur
dann ermitteln kénnen, wenn man begleitend zu den experimentellen Un-
tersuchungen wesentliche Teile der Rechner-Theorie vorausgedacht und an
entsprechend konstruierten Prototypen ausprobiert hitte.

Im Vergleich zu diesem Gedankenexperiment ist das Problem der Ent-
schliisselung der Arbeitsweise des menschlichen Gehirns ungleich grofer.
Anstatt durch begrifflich strukturierte Design-Prinzipien von menschlichen
Ingenieuren ist das menschliche Gehirn durch die Evolution, also im Laufe
einer langen Kette von grofsteils zufallsgesteuerten trial-and-error Experi-
menten geformt worden. Daher ist es hier noch schwieriger als im vorherge-
henden Gedankenexperiment, in direkter Weise experimentell zu ermitteln,
wie Berechnungen strukturiert sind. Deshalb muff man auch im Bereich
der Neurowissenschaften die bottom-up Methode durch top-down Ansétze
ergdnzen, bei denen man versucht die vielen bruchstiickhaften aus Experi-
menten gewonnenen Erkenntnisse, Indizien und Vermutungen mittels theo-
retischer Modelle und Computersimulationen zu globalen Hypothesen tiber die
Struktur neuronaler Berechnungen in konkreten Lebewesen zu kombinie-
ren. Jede solche globale Hypothese kann gleichzeitig aufgefait werden als
grober Bauplan fiir die Organisation eines (moglicherweise stark speziali-
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sierten) kiinstlichen Rechners, und die Tragfdhigkeit solcher Hypothesen
kann eigentlich nur dadurch ermittelt werden, dafl man solch einen neu-
artigen kiinstlichen Rechner baut.

Man sieht also, daf} die Entschliisselung der Informationsverarbeitung
im menschlichen Gehirn und die Entwicklung intelligenter Rechner Hand
in Hand gehen. In der Tat sind alle im zweiten Abschnitt diskutierten inno-
vativen Ideen zur Entwicklung “intelligenter” Rechner aus dem Bemiihen,
Informationsverarbeitung in konkreten biologischen Nervensystemen zu
verstehen (siehe [Arbib, 1995]), entstanden. Aus dem vermeintlichen Ge-
gensatz zwischen unseren Erkenntnissen tiber das menschliche Gehirn und
dem Entwurf von leistungsfihigen kiinstlichen Rechnern entsteht also bei
genauerem Hinschauen eine Symbiose von zwei sehr verschiedenartigen
Wissensbereichen, wobei Fortschritte im Verstandnis des ersten Bereichs un-
trennbar verbunden sind mit innovativen technischen Ideen im zweiten Be-
reich. In anderen Worten: Je mehr wir von der Organisation der Informationsver-
arbeitung im menschlichen Gehirn verstehen werden, umso “gehirnartiger” werden
gleichzeitig die besten kiinstlichen Rechner werden, und umso weniger befremdlich
wird die Vorstellung sein, daf$ das menschliche Gehirn “nur” ein Rechner sei.

Nachsatz: Ich mochte Peter Auer, Margot Goettsberger, Gerold Muhr und
Thomas Natschlédger fiir hilfreiche Kommentare zum ersten Entwurf dieses
Aufsatzes danken.

Anmerkungen

1 Eine genauere Betrachtung ergibt ein differenziertes Bild. Vom Gesichtspunkt der Computer-
industrie ist es logisch und sinnvoll die Rechnerentwicklung so anzulegen, dafl der Kunde alle
paar Jahre seine software und hardware ersetzen mufS. Unter diesem Gesichtspunkt wire es
kontraproduktiv, den Schwerpunkt in der Rechnerentwicklung umzustellen auf die Entwick-
lung von Rechnern die sich selbsténdig auf Anderungen in ihrer Umgebung einstellen und ihre
eigene Leistungsfahigkeit weiterentwickeln, und dabei méoglicherweise sogar eine “Individua-
litit” entwickeln, an der der Kunde hingt.

2 Die Turing Maschine ist ein von Turing vorgeschlagenes mathematisches Rechnermo-
dell, das “universell” ist in dem Sinn, daff es jedes andere Modell fiir einen digitalen
und deterministischen Rechner simulieren kann (wobei die Turing Maschine aber wesent-
lich mehr Rechenschritte benutzen darf als der simulierte Rechner), siehe [Sipser, 1997,
DePauli und Weibel, 1997].

3 P ist ein mathematisches Modell fiir die Klasse aller tatséchlich auf einem Computer 1sba-
ren Berechnungsprobleme. Ein Problem ist dann in der Klasse P wenn es einen Algorithmus
zur Losung dieses Problems gibt, und zusitzlich die benétigte Rechnerzeit nur polynomiell
(also nicht “explosionsartig” wie bei der Exponentialfunktion n + 2™) mit der Input-Lange n
anwdchst. N P ist die Klasse aller auf einer fiktiven “nichtdeterministischen” Turing Maschine
in polynomieller Rechenzeit l16sbaren Probleme. Von vielen fiir die Praxis besonders wichti-
gen Berechnungsprobleme, zum Beispiel aus den Bereichen Operations Research, Scheduling,
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Kryptographie, ist bekannt, daf sie zu der Klasse N P gehoren. Weil nur P C N P bekannt ist,
besagt das aber nicht, daf diese Probleme tatséchlich auf einem Computer l6sbar sind, also zur
Klasse P gehoren.

4 Ein weiterer Grund weshalb Turing Maschinen keinen geeigneten Vergleichsmafstab fiir das
menschliche Gehirn liefern ist ein rein mathematischer: Turing Maschinen sind als mathema-
tisches Rechnermodell nur dann von Interesse, wenn beliebig lange Bit-Folgen als Inputs zu
verarbeiten sind, weil sie sich sonst wie endliche Automaten verhalten. Es haben aber alle
durch ein menschliches Gehirn verarbeiteten Inputs eine durch eine fixe Zahl beschrankte An-
zahl von Bits.

5 Wir bezeichnen hier mit Hintergrundwissen das bei genauerem Hinsehen sehr umfangreiche
Wissen, das uns — ohne daf8 wir uns dessen in der Regel bewut werden - hilft, zielfithrende Ent-
scheidungen zu treffen. Um ein ganz einfaches Beispiel zu nennen: wenn wir die Route planen,
um einen Raum zu durchqueren, benutzen wir unbewuf3t vielfaltiges Hintergrundwissen, zum
Beispiel, dafl Mébel nicht wirklich zweidimensional sind, wie sie auf unserer Retina erscheinen,
daf sich Beleuchtung, Fenster- und Tiirstellungen schnell dndern konnen, aber Mébel keine
spontanen Spriinge ausfithren, und daf8 wir etwaige Stufen am Boden aber keine Kaffeetische
betreten diirfen. Das klingt alles recht einfach, aber erkldren Sie dieses Hintergrundwissen
einmal Threm PC, ohne sich in Widerspriiche oder Mehrdeutigkeiten zu verwickeln!

6 Die hier angesprochene Schwierigkeit bewirkt interessanterweise, daf das beriihmte
Godel’sche Theorem {iiber die Unbeweisbeweisbarkeit der Widerspruchsfreiheit eines forma-
len Systems S mit Mitteln dieses formalen Systems S kein zusitzliches Hindernis fiir praktische
maschinelle Intelligenz bedeutet. Die in diesem Kontext relevanten formalen Systeme S sind
sowieso nicht widerspruchsfrei.

7 http://ww. ai.mt.edu/ peopl e/ br ooks/

8 Sein Buch “Vehicles: Experiments in Synthetic Psychology” [Braitenberg, 1984] ist
noch heute iiberaus lesenswert und anregend.  Eine Zusammenfassung der wich-
tigsten Abschnitte ist online erhiltlich von http://ww. cis.tu-graz.ac.at/
i gi / STI B/ W598/ gr uppe3/ wel core. ht m .

9 Man denke zum Beispiel an die Konflikte zwischen Es, Ich und Uberich in der Psychoanalyse
von Sigmund Freud.

10 http://wm. ai . eecs. um ch. edu/ cogar chO/ subsunp/ i ndex. ht m

1 http://1ami ww. epfl.ch/lani/team nondada/index. htni ;
http://di ww. epfl.ch/lam/teanfloreano/

12 http://ww. cs. bham ac. uk/ ~anp/ai —m . htm ;
http://ww. sgi . coml Technol ogy/ m c/; http://ww.ics. uci.edu/ Al/ M/
M.DBReposi tory. html; http://ww. ci s.tu-graz. ac. at/i gi/ STl B/ W98/

13 http://ww. creatures2. com

14 Anzumerken ist, daf gesicherte und allgemein anerkannte Kenntnisse iiber neurobiologische
Mechanismen des Lernens im menschlichen Gehirn kaum vorhanden sind, und daf es sich bei
den bisher in kiinstlichen Rechnern realisierten Lernmethoden um Lernmechanismen relativ
einfacher Tiere handelt (siehe [Arbib, 1995]).

15 genauer gesagt: iber den Wert ihres gegenwirtigen Zustands hinsichtlich der von ihr ange-

strebten Ziele

16 http://ww. cs. brown. edu/ peopl e/ | pk/rl-survey/rl-survey. htm/
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17 Carver Mead, Professor am California Institute of Technology und mafBgeblicher Pionier bei
der Entwicklung der all unseren gegenwirtigen Rechnern zugrunde liegenden integrierten
Schaltkreisen, hat fiir diese Entwicklungsrichtung den Namen “neuromorphic engineering”
geprégt, und in seinem Buch [Mead, 1989] zugleich einen der wichtigsten Beitrdge hierzu ge-
liefert.

18 Eine schone Einfithrung in kiinstliche Neuronale Netze ist das Tutorial von Gerstner “Su-
pervised Learning for Neural Networks: A Tutorial with JAVA exercises”: ht t p: // di www.
epfl.ch/lam /teanl gerstner/wy_pub. htm

19 [Maass and Bishop, 1999] enthélt Ubersichtsartikel zum gegenwirtigen Stand der Forschung
tiber pulsbasierte Neuronale Netze.

20 Einige Arbeiten zu diesem Thema sind online erhiltlich von http://ww. cis.
tu-graz.ac. at/igi/mass/ Wl conme. htm .

21 Im Prinzip kann man sich auch damit behelfen, daff man so einen neuartigen Rechner auf
einem herkommlichen digitalen Rechner simuliert [Jahnke et al., 1999]. Praktisch scheitert dies
oft daran, daf$ die erforderliche Rechenzeit zu grofs ist. Daher schldgt man stattdessen an der
ETH Ziirich den von Carver Mead vorgezeichneten Weg ein und baut eine analoge “silicon
cortex” [Deiss et al., 1999].

22 Fir weitere Informationen iiber pulsbasierte Neuronale Netze verweise ich auf
die allgemeinverstindliche Einfithrung von Natschldger in deutscher Sprache:
http://ww. cis.tu-graz.ac.at/igi/tnatschl/3gen/3genl ang. htm
sowie auf die detaillierten Ubersichtsartikel “Spiking neurons” von Gerstner
http://di ww. epfl.ch/lam/tean gerstner/wy_pub. htm
sowie auf meinen Ubersichtsartikel “Paradigms for Computing with Spiking Neurons” von
http://ww. cis.tu-graz.ac.at/igi/ mass/fPublications.

Einige links zu weiterer Literatur, Forschungsberichten und Simulatoren fiir Neurona-
le Netzwerke findet man unter http://ww. ci s.tu-graz. ac. at/i gi/nmass/ §Sone
Li nks, http://di www. epfl.ch/w3mantra/ mantra_links.htm, http://di ww.
epfl.ch/w3mantra/ mantra_j ournal s. htm .
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Brain Drain oder Internationalisierung:
Uberlegungen zur Situation der Mathematik und

Theoretischen Informatik in Osterreich
Wolfgang Maass und Peter Weibel

Es ist allgemein bekannt, dafs Wien vor dem Zweiten Weltkrieg eines der
international fithrenden Zentren fiir die Wissenschaft des formalen Denkens
gewesen war. Von der darauffolgenden Vertreibung der besten Képfe unter
dem Nationalsozialismus hat sich Osterreich bis heute nicht ganz erholt.

Viele der aus Osterreich vertriebenen Gelehrten waren mafigeblich am
rasanten Aufstieg der formalen Wissenschaften in den USA und England
beteiligt und haben dort hervorragende Forschungszentren im Bereich der
Kultur und Naturwissenschaften aufgebaut. Darum gehen auch heute noch
junge WissenschaftlerInnen gerne ins Ausland, nicht weil sie vertrieben
werden, sondern weil sie dort die attraktiveren Arbeitsbedingungen finden,
zumal sich einige wissenschaftliche Disziplinen in Osterreich bis heute nicht
von dem Exodus erholt haben. Dies hat zu der paradoxen Situation gefiihrt,
daf3 osterreichische Forscher im Bereich der Formalwissenschaften zwar zu
den in der Welt Fithrenden gehtren, dafl aber die Mehrzahl unter ihnen
als Professoren oder Assistenten im Ausland arbeitet, mit wenigen oder gar
keinen Kontakten zu ihrem Wissenschaftsbereich in Osterreich.

Das Beispiel von Ungarn zeigt, daf8 dies nicht so sein muf3. Auch Ungarn
erlitt den Exodus einer grofien Zahl von SpitzenforscherInnen und Kiinstle-
rInnen in der Zwischenkriegszeit und wahrend der kommunistischen Ok-
kupation mit den Spétfolgen eines bis in die Gegenwart anhaltenden “brain-
drain” beim Nachwuchs. Aber im Unterschied zu Osterreich hilt eine grofie
Anzahl ungarischer Gelehrter im Ausland enge wissenschaftliche Kontak-
te zu ihren Kollegen im Heimatland aufrecht, vor allem mittels zahlreicher
kiirzerer oder lingerer Arbeitsbesuche an ungarischen Universitdten und
Forschungsinstituten. Weiters tiben diese Auslandsungarn durch ihre Be-
suche einen duferst fruchtbaren Einflufs auf die Ausbildung der Studen-
ten in Ungarn aus. Sie sind Mitveranstalter einer nicht geringen Zahl von
Workshops in Ungarn und kénnen durch personliche Beratung wéhrend ih-
res Aufenthaltes in Ungarn zusitzliches Know how, Anregungen und wis-
senschaftliche Kontakte vermitteln. Dartiber hinaus hat diese enge institu-



tionelle Verbindung der ungarischen Spitzenforscher in ihrer Heimat dazu
gefiihrt, daff die internationale Fachwelt diese nicht nur als hervorragende
Professoren in den USA betrachtet, sondern eben auch als ungarische Ge-
lehrte. Dieser Umstand tragt sicherlich nicht unwesentlich zum fast mythi-
schen Ruf bei, den Ungarn gegenwiértig im Bereich der Formalwissenschaf-
ten besitzt.

So stellt sich die Frage, ob es nicht auch moglich wire, unter Einsatz von
relativ geringen Mitteln eine engere Anbindung von Osterreichischen Spit-
zenforschern, die im Ausland arbeiten, an den Wissenschaftsbetrieb in ihrer
Heimat zu erreichen. Als naheliegende Losung schlagen wir die Griindung
eines Wissenschaftszentrums vor, das ausschlielich die Aufgabe hat, ei-
ne enge wissenschaftliche Verbindung zwischen Forschung und Lehre in
Osterreich und Osterreichern, die im Ausland eine Professur im Bereich der
Formalwissenschaften innehaben, zu schaffen. Dieses Wissenschaftszen-
trum wire zu verstehen als Ideenlabor, das auch in die Bereiche technologi-
sche Kultur und Kunst tibergreifen wiirde, weil in einem Jahrhundert, das
zutiefst von den Errungenschaften einer Technokultur gepragt ist, eine Tren-
nung von sogenannten Geistes- und Naturwissenschaften und von Wissen-
schaft und Kunst nicht nur historisch obsolet, sondern auch schiadlich wére.
Die wissenschaftliche Forschung ist heute ebenso wie die Kunst in vielen
Bereichen durch den Einsatz von Computern geprégt. Die digitale Tech-
nologie und deren Folgewirkungen fiir neue Medien sowie fiir die Wissen-
schaften von der Gesellschaft, vom Menschen, vom Gehirn, von den phy-
sikalischen Mikro- und Makrosystemen etc., bilden daher eine gemeinsa-
me Achse fiir die Forschungsrichtung des Zentrums. Aus dieser gemeinsa-
men Basis sind besonders fruchtbare Ansétze zu erwarten. Dieses Zentrum
wiirde kiirzere und ldngere Heimataufenthalte der Auslandsosterreicher,
insbesondere aus den USA und Kanada, verbunden mit Arbeitsmoglich-
keiten an diversen Instituten ihrer Fachrichtung, unterstiitzen und orga-
nisieren. Durch eine Reihe von begleitenden MafsSnahmen wiirde sicher-
gestellt sein, daf} diese Gastaufenthalte neue Anregungen und fruchtbare
Ergdnzungen fiir Forschung und Lehre in Osterreich ergeben. Im Prinzip
soll es fiir diese Gastaufenthalte kein Gehalt geben, sondern nur die Reise-
und Aufenthaltskosten sollten vom Institut finanziert werden. Dieses Insti-
tut sollte fiir Auslandsdsterreicher der favorisierte Ort werden, wo sie ihr
Forschungsfreisemester (Sabbatical) verbringen. Da ein Sabbatical norma-
lerweise die Weiterzahlung des Gehalts bedeutet, ist der finanzielle Anreiz
nicht so wichtig, sondern viel wichtiger sind die giinstigen Arbeitsbedin-

236



gungen und das geistige Milieu. Durch eine Vielfalt grolerer und kleine-
rer Workshops, die von den Gésten am Wissenschaftszentrum organisiert
werden, kann eine engere Zusammenarbeit mit Forscherkollegen in Oster-
reich erreicht werden, aber auch der direkte Kontakt zu fortgeschrittenen
Studierenden in Osterreich. Diese Veranstaltungen wiren eine grofie Berei-
cherung der Ausbildung und wiirden nicht nur helfen, die Kluft zwischen
dem Ausbildungsniveau in Osterreich und an den besten Universititen im
Ausland auszugleichen, sondern wiirden auch die beruflichen Chancen die-
ser Studierenden erhohen. Auf diese Weise wird sicher der eine oder andere
Auslandsosterreicher wieder Geschmack an der wissenschaftlichen Arbeit
in Osterreich finden und sich bei einer frei werdenden Professur bewerben.
Durch das Einrichten von Internet-facilities am Wissenschaftszentrum wird
ein globaler Informationsfluf$ moglich, insbesondere zwischen den Inlands-
und Auslandsosterreichern. Dartiber hinaus bilden diese Auslandsosterrei-
cher am Wissenschaftszentrum einen zusétzlichen Pool von hervorragend
qualifizierten und weitgehend unparteiischen Ratgebern und Gutachtern.
Daher kann das Wissenschaftszentrum in vielfdltiger Weise dazu beitragen,
daB erstens Forschung und Lehre in Osterreich wieder dasselbe Niveau er-
reichen, das sie einmal vor der “Vertreibung der Vernunft” besaffen, und
zweitens, daf8 der Forschungsbetrieb in Osterreich sich innerhalb der Eu-
ropdischen Union optimal profilieren kann.

Appendix

Im Ausland titige Universititsprofessoren aus Osterreich in den Gebieten
Mathematik und Theoretische Informatik:

Prof. Dr. Martin Aigner
Institut fiir Mathematik
FU Berlin

Dr. Anton Arnold
Fachbereich Mathematik
Universitit des Saarlandes
Saarbriicken

Prof. Dr. Leo Bachmair
Department of Computer Science
State University of New York at Stony Brook

Prof. Dr. Karl Doppel
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Institut fiir Mathematik
FU Berlin

Prof. Dr. Herbert Edelsbrunner
Department of Computer Science
Duke University, Durham

Prof. Dr. Rainer Gottfert
Department of Mathematical Sciences
University of Nevada, Las Vegas

Ph.D. Prof. Helmut Gromer
Department of Mathematics
University of Arizona

Prof. Alexander Hahn
Department of Mathematics
University of Notre Dame

Prof. Ernst Hairer
Section de Mathematiques
Universite de Geneve

Prof. Dr. Susanne Hambrusch
Department of Computer Science
Purdue University

Prof. Dr. Wilfried Hazod
Institut fiir Mathematik
Universitit Dortmund

Prof. Dr. Thomas Henzinger
The Center for Applied Mathematics
Cornell University

Prof. Dr. Gerhard Jank
Lehrstuhl II fiir Mathematik
RWT Aachen

Prof. Dr. Erich Kaltofen
Department of Mathematics
North Carolina State University

Prof. Dr. Hans Lausch
Department of Mathematics
Monash University



Dr. Peter Lesky, Akad. Rat
Universitat Stuttgart

Prof. Dr. Rudolf Lidl
University of Tasmania
Dept. of Mathematics

Prof. Dr. Peter Markowich
TU Berlin
Fachbereich Mathematik

Prof. Dr. Johann Pfanzagl
Mathematisches Institut
Universitidt Koln

Prof. Dr. Walter Philipp
Department of Statistics
University of Illinois at Urbana-Champaign Champaign

Prof. Dr. Helmut Ratschek
Mathematisches Institut
Universitit Diisseldorf

Prof. Dr. Christian Ringhofer
Department of Mathematics
Arizona State University

Prof. Dr. Gert Sabidussi
Departement de Mathematiques et de Statistique
Universite de Montreal

Prof. Dr. Hans Sagan
Department of Mathematics
Univ. of North Carolina

Prof. Dr. Norbert Sauer
Department of Mathematics
University of Calgary

Prof. Dr. Wolfgang Schmidt
Department of Mathematics
University of Colorado, Boulder

Prof. Dr. Raimund Seidel
FB Informatk
Universitit des Saarlandes
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Prof. Dr. Siegfried Steiner
Mathematisches Institut
Universitdt Stuttgart

Prof. Dr. Gottfried Tinhofer
Mathematisches Institut
TU Miinchen

Prof. Dr. Manfred Trummer
Department of Mathematics
Simon Fraser University

Univ.Doz. Dr. Gerhard Turnwald
Wilhelm-Schickard Institut fiir Informatik
Tubingen

Prof. Dr. Anton Wakolbinger

Johann Wolfgang Goethe Universitdt Frankfurt/Main
FB Mathematik

Prof. Dr. Gerhard Wanner
Section de Mathematiques
Universite de Geneve

Prof. Dr. Wolfgang Watzlawek
Fakultit fiir Mathematik und Informatik
Universitdt Konstanz

Prof. Dr. Emo Welzl
Institut fiir Theoretische Informatik
ETH Zentrum

Prof. Dr. Harald Wimmer
Mathematisches Institut
Universitdt Wiirzburg



Internet Links fiir weitere Informationen

Naihere Informationen aus dem Kunstbereich findet man online auf den
folgenden Homepages:

Neue Galerie Graz: http://www.neuegalerie.at/titel .html
Zentrum fiir Kunst und Medientechnologie: http://www.zkm.de/

Die Homepage der Technischen Universitdt Graz befindet sich unter
http://www._tu-graz.ac.at,

wo unter

http://www_tu-graz.ac.at/studium

allgemeine Informationen zum Studium zusammengefafit sind.

Das Mathematikstudium wird im wesentlichen von folgenden Instituten
betreut, die auch jeweils eine Homepage anbieten:

Institut fiir Mathematik http://www.math.tu-graz.ac.at
Institut fiir Statistik http://www.cis.tu-graz.ac.at/stat
Institut fiir Geometrie http://www.cis.tu-graz.ac.at/ig

Die Homepage der Studienrichtungsvertretung Technische Mathematik
befindet sich auf http://oeh.tu-graz.ac.at/mathematik/. Im
Aufbau befindet sich eine Newsgroup tu-graz.mathematik, die am
Newsserver hews.tu-graz.ac.at zu finden ist

Interessante Informationen zur Zahlentheorie findet man unter
http://www.cs.unb.ca/~alopez-o/math-faq/node21 _html.

Einen Startpunkt fiir Informationen tiber Mathematikinstitute im In- und
Ausland gibt
http://euclid._math.fsu.edu/Science/Servers.html,
Historisches zur Mathematik findet man unter
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk:80/history/index.html.



Fiir weitere Informationen wenden Sie sich bitte an Prof. Dr. Rainer E. Bur-
kard (burkard@opt.math.tu-graz.ac.at) oder Dipl-Ing. Clemens
Heuberger (heuberger@weyl .math.tu-graz.ac.at).

Informationen iiber das Fach Theoretische Informatik findet man unter
http://www_nada.kth.se/theory/links._html
http://dimacs.rutgers._edu/OtherLinks/tcs-res._html.

Das Electronic Colloquium on Computational Complexity (ECCC)
offeriert online neue research reports aus der Theoretischen In-
formatik, insbesondere tiber Komplexitit von Berechnungen auf
http://www._eccc.uni-trier.de/eccc/.

Ein anderes Archiv mit neuen Arbeiten tiber die Theorie des Maschinellen
Lernens und Neuronaler Netze ist die Homepage des EU-Projekts Neuro-
COLT: http://www.neurocolt.com/.

An der Technischen Universitit Graz kann Theoretische Informatik im
Rahmen eines Studiums der Technischen Mathematik oder der Telematik
studiert werden. Verantwortlich fiir das Fach Theoretische Informatik
ist an der Technischen Universitidt Graz das Institut fiir Grundlagen der
Informationsverarbeitung http://www.cis.tu-graz.ac.at/igi

Die Homepage von Prof. Maass ist
http://www.cis.tu-graz.ac.at/igi/maass/.

Die Homepage der Studienrichtungsvertretung Telematik befindet sich auf
http://oeh._tu-graz.ac.at/telematik/.
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Kurzbiographien der Autoren

Rainer E. Burkard

Rainer E. Burkard ist Professor fiir Mathematik an der Technischen Univer-
sitdt Graz. 1967 promovierte er an der Universitit Wien in Mathematik.
Von 1973-1981 war er ordentlicher Professor fiir Angewandte Mathematik
an der Universitdt Koln. Seine Forschungsinteressen liegen auf dem Ge-
biet der Diskreten Optimierung. Er ist Autor des ersten deutschsprachigen
Buches zur Ganzzahligen Optimierung, Mitautor und Herausgeber von 6
weiteren Biichern zur diskreten Optimierung und Autor von 120 wissen-
schaftlichen Arbeiten {iber strukturelle und algorithmische Aspekte in der
Diskreten Optimierung. Er erhielt den Forderpreis der Osterr. Mathemati-
schen Gesellschaft, 1971, den Wissenschaftlichen Preis der Gesellschaft fiir
Mathematik, Okonomie und Operations Research 1991 und die EURO Gold
Medaille 1997. 1998 wurde er zum Ehrenmitglied der Ungarischen Akade-
mie der Wissenschaften gewahlt.

Homepage: http://www.opt.math.tu-graz.ac.at/burkard

Herbert Edelsbrunner

Herbert Edelsbrunner promovierte 1982 an der Technischen Universitét in
Graz, Osterreich, und arbeitete bis Sommer 1999 an der University of Illinois
in Urbana-Champaign, Illinois, im Institut fiir Computer Wissenschaften.
1991 erhielt er den Alan T. Waterman Preis von der National Science Foun-
dation in den U.S.A. Er ist Griinder und Direktor von Raindrop Geomagic,
einer Firma fiir drei-dimensional geometrische Modelierungs Software. Seit
August 1999 ist er Arts and Sciences Professor fiir Computer Wissenschaf-
ten an der Duke University in North Carolina. Er forscht in den Gebieten
Datenstrukturen, Algorithmen, Geometrie, und Toplogie. Er hat tiber hun-
dert wissenschaftliche Arbeiten veréffentlicht und ist Autor eines Buches in
algorithmischer Geometrie, erschienen 1987 bei Springer-Verlag.
Homepage: http://www.cs.duke.edu/"edels



Wolfgang Maass

Wolfgang Maass studierte an der Ludwig-Maximilians-Universitit in
Miinchen, an der er 1973 das Diplom, 1974 den Doktor und 1978 die Ha-
bilitation in Mathematik erhielt. Ein Heisenberg Stipendium der Deutschen
Forschungsgesellschaft ermdglichte es ihm, in den 5 Jahren von 1979 bis
1984 Forschungsarbeiten am MIT in Cambridge, an der University of Chica-
go und an der University of California in Berkeley durchzufiihren. Wahrend
dieses Stipendiums erhielt er 1982 einen Ruf als Associate Professor an die
University of Illinois in Chicago und wurde dort 1986 zum ordentlichen Pro-
fessor ernannt. Seit 1991 ist Wolfgang Maass ordentlicher Universitatspro-
fessor an der Technischen Universitdt Graz und seit 1992 Vorstand des neu-
en Instituts fiir Grundlagen der Informationsverarbeitung. Im Jahr 1997 /98
wurde er als Sloan Fellow an das Computational Neurobiology Lab des Salk
Instituts (USA) eingeladen.

Wolfgang Maass hat 115 Forschungsarbeiten auf den Gebieten Mathemati-
sche Logik, Komplexitdt von Berechnungen, Maschinelles Lernen, Neurona-
le Netze und Informationsverarbeitung in Nervensystemen veroffentlicht.
Er ist Editor der Zeitschriften Machine Learning und Archive for Mathema-
tical Logic, Associate Editor des Journal of Computer and System Sciences
und Mitglied des Editorial Board der Zeitschrift Neurocomputing und des
Handbook of Brain Theory and Neural Networks. Gemeinsam mit Chris
Bishop hat er das Buch “Pulsed Neural Networks” (MIT Press) herausgege-
ben.

Homepage: http://www.tu-graz.ac.at/igi/maass/

Raimund Seidel

In Graz 1957 geboren; Schulausbildung am Akademischen Gymnasium in
Graz und an der Hudson High School in Hudson, Bundesstaat Wisconsin,
USA,; Studium der Mathematik und Informatik an der Technischen Univer-
sitdt Graz, an der University of British Columbia in Vancouver, Kanada, und
an der Cornell University in Ithaca, Bundesstaat New York, USA;
Gastforscher beim DEC Systems Research Center und beim IBM Almaden
Research Center; 1986-1996 in der Computer Science Division der Univer-
sity of California, Berkeley, als Assistant-, Associate- und schlieSlich Full-
Professor;

244



seit 1994 Professor fiir Theoretische Informatik an der Universitit des Saar-
landes. Hauptinteressensgebiete: Algorithmentheorie, algorithmische und
kombinatorische Geometrie, Randomisierung.

Homepage: http://www-tcs.cs.uni-sb.de/seidel/

Wolfgang M. Schmidt

Ph.D., University Vienna, 1995

University of Colorado since 1964, Full-Professor since 1965

Department of Mathematics, University of Colorado, Boulder, CO 80309-
0395

Some Publications:

On normal numbers. Pacific J. Math. 10 (1960), 661-772.

Simultaneous approximation to algebraic numbers by rationals. Acta
Math. 125 (1970), 189-201.

Irregularities of Distribution VII. Acta Arith. 21 (1972), 45-50.

Diophantine inequalities for forms of odd degree. Advances in Math. 38
(1980), 128-151.

Heights of points on subvarieties of G};,. London Math. Soc. Lecture Notes
Series 235 (1996), 157-187.

On continued fractions and diophantine approximation in power series
fields, Acta Arith. (to appear).

The zero multiplicity of linear recurrence sequences, Acra Math. (to appe-
ar).

Some Honors:

American Mathematical Society, Cole Prize in Number Theory, 1972

Dr. hon. causa, University of Ulm, Germany, 1981

Corresponding member, Austrian Academy of Science, 1982

Distinguished Professor, University of Colorado, 1988

Fellow, National Academy of Arts and Sciences, 1944

Dr. hon. causa, University of Paris VI, 1994

Member, Polish Academy of Science, 1997. Dr. hon. causa, University of
Marburg, Germany, 1999.

Homepage: http://www.colorado.edu/math/children/faculty/
schmidt/
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Gottfried Tinhofer

geboren 1.10.1938, Kundl, Tirol, nach Volks- und Hauptschule Ausbildung
als Volksschullehrer an der Lehrerbildungsanstalt Innsbruck, Matura 1959.
Ein Jahr Studium der Germanistik und Romanistik, Ab 1961 Studium der
Mathematik und theoretischen Physik in Innsbruck, 1966 Promotion in
Mathematik mit einem Thema aus Differentialgeometrie, anschlielend
zunichst einige Monate Wehrdienst beim Osterreichischen Bundesheer, ab
1967 Assistent am damaligen Institut fiir Rechentechnik der Universitat
Innsbruck, erste Kontakte mit Graphentheorie durch Mitarbeit an Projekten
des mathematischen Instituts der Technischen Universitit Graz, 1973 Habi-
litation an der Universitidt Innsbruck mit einem Thema aus Analysis, 1974
Berufung an die Technische Universitdt Miinchen, seit dieser Zeit intensive
Beschiftigung mit Graphentheorie, die ihren Niederschlag in zahlreichen
Zeitschriftenartikeln, Biichern und Tagungsorganisationen findet.
Homepage:  http://www-geo.mathematik.tu-muenchen.de/m9/
algograph/homepages/tinhofer/

Peter Weibel

geboren 5.3.1944 in Odessa, lebt in Karlsruhe, Studien der Literatur, Medi-
zin, Logik, Philosophie und des Films in Paris und Wien. Dissertation iiber
mathematische Logik (Modallogik). Polyartist, Kunst- und Medientheoreti-
ker, Ausstellungskurator.

1976 - 1981 Lektor fiir “Theorie der Form” und

1981 - 1984 Gastprofessor fiir Gestaltungslehre und Bildnerische Erziehung
an der Hochschule fiir angewandte Kunst in Wien

1981 Gastprofessor am College of Art and Design, Halifax, Canada
1979/80 Gastprofessor fiir “Medienkunst” und

1981 Lektor fiir “Wahrnehmungstheorie” und

1982 - 1985 Professor fiir Fotografie an der Gesamthochschule Kassel Gast-
professor fiir “Medienkunst” und

1981 Lektor fiir “Wahrnehmungstheorie” und

1982 - 1985 Professor fiir Fotografie an der Gesamthochschule Kassel
Associate Professor for Video and Digital Arts, Center for Media Study, State
University of New York at Buffalo

1989 - 1994 Direktor des Instituts fiir Neue Medien an der Stddelschule in
Frankfurt/M.
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Seit 1984 Professor fiir visuelle Mediengestaltung an der Hochschule fiir an-
gewandte Kunst in Wien

1986 - 1995 Kiinstlerischer Berater der Ars Electronica in Linz.

1992 - 1995 Kiinstlerischer Leiter der Ars Electronica in Linz.

Seit 1993 Kurator der Neuen Galerie am Landesmuseum Joanneum in Graz.
Seit 1993 Osterreich-Kommissir der Biennale von Venedig.

Seit 1999 Direktor des ZKM in Karlsruhe.

Wolfgang Woess

geboren 1954

1973-1978 Studium der Technischen Mathematik (TU Wien)

1978-1980 Doktoratsstudium (Univ. Miinchen und Salzburg)

1980-1981 Forschungsstipendium an der Univ. Salzburg

1982-1988 Universitédtsassistent an der Montanuniv. Leoben

1984-1985 Forschungsaufenthalt in Rom

1986 Habilitation fiir Mathematik an der Univ. Salzburg

1988-1994 Professore associato fiir Math. Analysis an der Univ. Mailand
1994-1999 Professore ordinario fiir Wahrscheinlichkeitstheorie an der Univ.
Mailand

Seit 1.9.1999 Univ.Prof. fiir Mathematik an der TU Graz

Arbeitsgebiet: Irrfahrten (Random Walks) auf Graphen und Gruppen, Dis-
krete Potentialtheorie, Sturkturtheorie unendlicher Graphen ca 60 Publika-
tionen, 2 Biicher

Homepage: http://www.cis.tu-graz.ac.at/mathc/woess/
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