Vorlesungsskriptum

Theoretische Informatik 1

Institut fiir Grundlagen der Informationsverarbeitung
Technische Universitit Graz

TU

Grazm

28. Juni 2014



Autoren der ersten Auflage, 2012:

Florian Burgstaller
Andreas Derler
Armain Eibl
Michaela Heschl
Domanik Hirner
Jakob Hohenberger
Sebastian Hrauda
Philipp Kober
Anton Lipp

Lukas Prokop
Bernd Priinster
Mattias Rauter
Gabriel Schanner
Matthias Vierthaler
Dominik Ziegler

Uberarbeitung und Korrekturen, 2013 /14:

Katharina Koschatko

Vortragender, 2012-14:

David Kappel

il



Vorwort

Dieses Skriptum wurde von Horern der Vorlesung Theoretische In-
formatik 1 an der Technischen Universitdt Graz erstellt. Es soll
als Unterstiitzung dienen und ersetzt weder den Besuch der Vorle-
sung, noch das Lesen der empfohlenen Fachliteratur. Es gibt einen
Uberblick iiber grundlegende Themen der theoretischen Informa-
tik, Komplexitatstheorie, Analyse von Algorithmen und Randomi-
sierung. Im Grundlagen Kapitel werden Konzepte aus der Mengen-
lehre und der Graphentheorie, die fiir das Verstdndnis der Vorle-
sung notwendig sind zusammengefasst. Das Skriptum wurde nach
bestem Wissen und Gewissen erstellt, trotzdem sind Fehler nicht
ausgeschlossen und es sollte nicht direkt als Referenz verwendet
werden, sondern immer die entsprechende Literatur auf die ver-
wiesen wird. Wenn Sie Fragen oder Anregungen haben, oder sich
an der Verbesserung dieses Skriptum beteiligen wollen, wenden Sie
sich bitte an ti1@igi.tugraz.at.
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0O Grundlagen

Armin Eibl, Anton Lipp, Bernd Priinster

0.1 Mengen

Bei einer Menge handelt es sich um eine Zusammenfassung von Elementen. Ein Element kann eine
Zahl, ein Buchstabe, eine Zeichenkette, eine andere Menge, usw. sein. Es gibt auch eine Menge die
keine Elemente enthilt, diese Menge wird als leere Menge bezeichnet. Es gibt verschiedene Arten eine
Menge zu formulieren. Die am Meisten verbreitete Art ist die Menge in geschwungen Klammern zu
schreiben und die Elemente mit einem Beistrich zu trennen. Die Symbole € und ¢ beschreiben ob ein
Element teil einer Menge ist oder nicht. Bei der Betrachtung einer Menge geht es ausschlieflich um die
Frage, welche Elemente enthalten sind. Die Reihenfolge spielt keine Rolle.

Beispiel 0.1
Die leere Menge: () oder auch {}
Fiir die Menge M = {5,7,33} gilt 5 € M und 8 ¢ M.

Da es jedoch oft miihsam ist alle Elemente einer Menge aufzuschreiben bzw. da es Mengen mit unend-
lich vielen Elementen gibt, kann man eine Menge auch durch Regeln definieren, die fiir alle Elemente
dieser Menge giiltig sind.

Beispiel 0.2

Die Menge aller positiven ganzen Zahlen, die durch 3 teilbar sind:
M={reNIyecN:y=g}

0.1.1 Teilmenge

Definition 0.1 (Teilmenge). Eine Menge A ist eine Teilmenge einer Menge B, wenn jedes Element
von A auch ein Element von B ist. B ist dann die Obermenge von A.

ACB&VreA:ze B

Formal gesehen sind also auch identische Menge zueinander Teilmengen. Ist mindestens ein Element
von B nicht in A enthalten spricht man von einer echten Teilmenge.
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Definition 0.2 (Echte Teilmenge). A ist eine echte Teilmenge von B, wenn alle Elemente von A in
B enthalten sind, B jedoch mindestens ein Element enthalt, dass nicht in A enthalten ist

ACB&VYreA:x€e BANIyeB:y¢ A

0.1.2 Schnittmenge

Definition 0.3 (Schnittmenge). Die Schnittmenge
von zwei Mengen A und B enthdlt nur Elemente

die sowohl in der Menge A als auch in der Menge
B enthalten sind.

ANBe {z:x€ ANz € B}

Abbildung 0.1: Schnittmenge

0.1.3 Vereinigungsmenge

Definition 0.4 (Vereinigungsmenge). Die Verei-
nigungsmenge von zwei Mengen A und B enthalt
alle Elemente der Menge A und der Menge B.

AUB& {z:x€ AVz € B}

Abbildung 0.2: Vereinigungsmenge

0.1.4 Differenzmenge

Definition 0.5 (Differenzmenge). Die Diffe-
renzmenge von zwei Mengen A zu B enthdlt alle

Elemente die in der Menge A und nicht in der
Menge Benthalten sind.

AB&{z:2e€ ANz ¢ B}

Abbildung 0.3: Differenzmenge



0.2. FORMALE SPRACHE

0.1.5 Potenzmenge

Definition 0.6 (Potenzmenge). Die Potenzmenge einer Menge A ist die Menge aller Teilmengen von
A.

P(A):={U:U C A}

Beispiel 0.3

A={0,1}
Potenzmenge = {0, {0},{1},{0,1}}

0.1.6 Abzahlbarkeit von Mengen

Eine Menge wird abzdhlbar unendlich genannt, wenn sie unendlich ist und jedem Element der Menge
ein Element der natiirlichen Zahlen zugeordnet werden kann.

Beispiel 0.4

e Primzahlen als Teilmenge von N sind abz&hlbar unendlich.

e Paare von natiirlichen Zahlen sind abzahlbar unendlich (kann mittels der Cantorschen Paarungs-
funktion gezeigt werden).

¢ Hingegen ist die Potenzmenge abzéhlbar unendlicher Mengen stets eine {iberabzahlbar unendliche
Menge, da es nicht mehr méglich ist jedem Element eine natiirliche Zahl zuzuordnen.

Das Konzept der Abzéhlbarkeit von unendlichen Mengen 1dsst sich mit dem Hilbert’s Hotel Paradoxon
veranschaulichen. Man nehme an, dass ein Hotel mit unendlich vielen Zimmern existiert. Die Zimmer
dieses Hotels seien von 1 bis co durchnummeriert. Selbst wenn das Hotel voll belegt ist kann Platz fiir
einen weiteren Gast geschaffen werden. Hierzu zieht jeder Gast in das Zimmer mit der ndchsthéheren
Zimmernummer um. Dadurch wird das Zimmer mit der Nummer 1 frei. Es kann sogar Platz fiir ab-
zahlbar unendlich viele Géaste geschaffen werden. Hierzu multiplizieren alle Géste ihre Zimmernummer
mit 2 und ziehen in das Zimmer mit dieser Nummer. So werden alle ungeraden Zimmer frei.

0.2 Formale Sprache

Eine formale Sprache ist eine Menge von Zeichenketten die aus einem bestimmten Alphabet 3 zusam-
men gesetzt werden. Ein Alphabet besteht aus einer endliche Menge von Symbolen. Ein Wort einer
Sprache ist also ein Element der Kleeneschen Hiille von 3, die mit 3* bezeichnet wird.

Definition 0.7 (Kleenesche Hiille). Die Kleenesche Hiille ¥* dber einem Alphabet ¥ ist die Menge
aller Zeichenketten die durch zusammenfiigen von Elementen aus 3 gebildet werden kénnen.
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Beispiel 0.5

¥ =4{0,1}

Y9 ={0,1,a,b,c}

¥ ={e0,1,00,01,10,11,000,001,... }
¥5=1{e0,1,a,b,¢,00,01,0a,00b,...}

Die Zeichenkette 101101000100 ist ein Wort, das sowohl aus dem Alphabet X als auch aus dem
Alphabet 39 gebildet werden kann.
Die Zeichenkette 1011010001ab ist ein Wort, das nur aus dem Alphabet Yo gebildet werden kann.

Die Lénge einer Zeichenkette w wird mit |w| bezeichnet und gibt die Anzahl der Symbole von w
an. Die Zeichenkette mit der Linge 0 ist das leere Wort e. Sinnvolle Sprachen umfassen nur eine
Teilmenge von >* und werden daher durch Zusatzbedingungen eingeschrankt.

Beispiel 0.6

Die Sprache L sei die Menge aller Worter iiber dem Alphabet ¥ = {a, b} die nur Worter der Lénge 2
enthalt.

L={wes||u]=2)

L ist also die endliche Menge L = {aa, ab, ba, bb}.

0.3 Analyse von Algorithmen

Die Landau Notation ist ein formales Werkzeug, um das asymptotische Verhalten von Funktionen und
Folgen anzugeben. Ziel ist es, asymptotische Schranken fiir den Ressourcenbedarf eines Algorithmus zu
finden. In der Informatik wird sie fiir die Analyse von Algorithmen verwendet. Die Komplexitétstheorie
verwendet sie, um Probleme miteinander zu vergleichen und anzugeben, wie schwierig ein Problem zu
16sen ist.

0.3.1 O-Notation

Die O-Notation gibt die asymptotisch obere Schranke an.

Definition 0.8 (O-Notation). Alle Funktionen f, deren asymptotisches Wachstum in der Grofienord-
nung durch g(n) beschrankt ist:

O(@)={f:N—>R | Jc>0,n9 : Vn>ng : f(n) <c-gn)}

Sprich: f € O(g) < f wachst nicht wesentlich schneller als g
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¢ g(n)
ftn)

\4

Abbildung 0.4: Asymptotisch obere Schranke

0.3.2 O-Notation

Die ©-Notation gibt die asymptotisch untere Schranke an.

Definition 0.9 (2-Notation). Alle Funktionen f, deren asymptotisches Wachstum in der Grofienord-
nung durch g(n) beschrankt ist:

Qg)={f:N—=R | Jc>0,n : Vn>ng : f(n)>c-g(n)}

Sprich: f € Q(g) < f wachst nicht wesentlich langsamer als g

f(n)

c g(n)

\4

Abbildung 0.5: Asymptotisch untere Schranke

0.3.3 ©-Notation

Die ©-Notation gibt die asymptotisch exakte Schranke an.

Definition 0.10 (©-Notation). Alle Funktionen f, deren asymptotisches Wachstum genau in der Gro-
Penordnung von g(n) liegt:

O(g)={f:N—=R | Je1>0,c2>0,n9 : Vn>mng : c1-g9(n) < f(n) <ce-g(n)}



KAPITEL 0. GRUNDLAGEN

Sprich: f € ©(g) < f wdchst genauso schnell wie g

c; 8(n)

fin)

¢ g(n)

\4

Abbildung 0.6: Asymptotisch exakte Schranke

0.3.4 o-Notation

Die o-Notation gibt an, dass f asymptotisch vernachléssigbar gegeniiber ¢ ist. Man sagt auch g wéchst
»wirklich« schneller als f.

Definition 0.11 (o-Notation). Alle Funktionen f, deren asymptotisches Wachstum genau in der Gro-
Benordnung von g(n) liegt:

o) ={fN—=R | Jng : Ye>0,n>ng : f(n)<c-g(n)}

Sprich: f € o(g) < f wdchst langsamer als g

0.3.5 Landau O Beweise
Beispiel 0.7

Beweise: 2" € O(n™)
Man nimmt die Definition von O und wéhlt ng = 2, ¢ = 1.

Alternative: f(n) € O(g(n)) < 0 <limsup y

— lim 2(nfn logn)
n—00
lim n(l1-logn)

g n—roo

oo

— lim n (logn — 1)

= 2 n—oo =0
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Beispiel 0.8

Beweise: n'°8" € O(2")

) nlogn ) 9(log n)?
lim = lim
n—oo 2N n—oo 2N

: 2
nh_}mOo (logn)“—n

= 2

Substitution x = logn

——
nlogn lim 22 — 2°
lim = Qz—00 =0

n—oo 21

0.3.6 Schleifeninvariante

Um die Korrektheit von Algorithmen, die Schleifen verwenden zu beweisen, kann eine Schleifenin-
variante aufgestellt werden. Dies ist eine Bedingung, die bei jedem Durchlauf der Schleife an einem
gewissen Punkt im Schleifenkorper erfiillt ist. Dass ein Algorithmus eine bestimmte Schleifeninvari-
ante besitzt, kann meist einfach durch vollstdndige Induktion gezeigt werden. Durch Einsetzten der
Abbruchbedingung kann dann die Richtigkeit des Algorithmus gezeigt werden.

Beispiel 0.9

Algorithmus: Multiplikation durch Addition

Es soll gezeigt werden, dass der Algorithmus korrekt multipliziert, daher dass z = a - b beim Schlei-
fenabbruch gilt.

xr1:=a Schleifeninvariante p(i)
y1:=>b
z1:=0 (x-y)+z=a-b

while x > 0 do
Schleifenabbruch bei z = 0
Ziv1 =2 Ty
Tiy1 = x; — 1 z=a-b
end
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0.4 Graphen

Ein Graph ist definiert als ein Tupel (V, E') wobei V' eine Menge von Knoten (»vertices«) und E eine
Menge von Kanten (»edges«) bezeichnet. Knoten werden mit arabischen Ziffern bezeichnet.

Eine Kante E ist ein Tupel (v1,v2) von Knoten v1,v9 € V', wobei in gerichteten Graphen vi den ausge-
henden und v den eingehenden Knoten reprisentiert. In ungerichieten Graphen ist es unerheblich, wel-
cher Knoten einer Kante der Eingangs- und welcher der Ausgangsknoten ist. Formal wird der Relations-
operator verwendet, um anzuzeigen, dass eine Kante von v; nach vo existiert: vy 7 vg & (v1,v2) € E

Abbildung 0.7: gerichteter Graph G Abbildung 0.8: ungerichteter Graph
Beispiel 0.10
G=(V.E)

V ={1,2,3,4,5}
E={(1,2),(1,3),(23),(3,1),(3,5), (4,3), (4,5)}
Anzahl Knoten = |V|

Anzahl Kanten = |F|

siehe Abbildung 0.7

0.4.1 Pfad

Eine Folge von aufeinanderfolgenden Knoten
V1 . ..Uy, welche durch Kanten miteinander verbun-
den sind, werden als Pfad bezeichnet. Wenn v; = v,
dann bezeichnet man einen solchen Pfad als Zyklus.
Im Gegensatz zu ungerichteten Graphen sind in ge-
richteten Graphen nur Pfade entlang der Kanten-
richtung moglich.

Abbildung 0.9: Zyklus von 1 nach 1
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0.4.2 Transitive Hiille

Ein formales Werkzeug um Pfade in Graphen zu beschreiben ist die transitive Hiille. Diese umfasst die
Menge aller Pfade von vy nach wve. Die refleziv transitive Hiille entspricht der transitiven Hiille unter
Einbezug von Reflexivitit.

Notation:

transitive Hiille v; % vy & Up 7 wVIheV: n 7 h % V9

. s . * —+
reflexiv transitive Hiille v 7 vy & U] = U9 VU1 7 V9

Allgemein ist die transitive Hiille R einer Relation R definiert als die kleinste transitive Relation, die
R enthilt.!

0.4.3 Multigraph

Als Multigraphen bezeichnet man Graphen mit mindestens einer Schleife oder Mehrfachkante.? Sind
zwei Knoten mit mehr als einer Kante verbunden, werden diese Kanten zusammengefasst als Mehrfach-
kante bezeichnet. Zu beachten gilt, dass es in gerichteten Graphen mehr als eine Kante zwischen zwei
Knoten vy und vy geben kann: (v1, v9) und (vg, v1). Derartige Kanten werden nicht als Mehrfachkanten
angesehen, da es sich um Kanten unterschiedlicher Richtung handelt.

Eine Schleife entsteht, wenn ein Knoten mit sich selbst verbunden wird. Ein einfacher Graph ist ein
Graph ohne Schleifen und Mehrfachkanten.

OO
®

® ® ()

Abbildung 0.10: Mehrfachkante Abbildung 0.11: Schleife

!Steger, Diskrete Strukturen, S. 96.
Zvgl. ebd., S. 59.



KAPITEL 0. GRUNDLAGEN

0.4.4 Clique

Eine Cligue U ist definiert als Teilgraph in einem
ungerichteten Graphen G = (V,E) in dem jedes
beliebige Knotenpaar, v; und vy iiber eine Kan-
te verbunden ist. Eine Clique U wird als mazimal
bezeichnet, wenn diese durch Miteinbeziehen eines
weiteren Knotens nicht erweitert werden kann. Gibt
es in einem Graphen keine Clique, die mehr Knoten
als U enthélt, wird U als grofite Clique bezeichnet.
Die Cliquenzahl w(G) ist definiert als Knotenanzahl
der grofsten Clique.

0.4.5 lIsolierte Knoten

Zu beachten gilt, dass nicht jeder Knoten in einem
Graph iiber Kanten mit anderen Knoten verbunden
sein muss. Derartige Knoten werden als solierte
Knoten bezeichnet.

0.4.6 Zyklischer Graph

Wenn in einem Graphen ein Zyklus enthalten ist,
wird dieser als zyklicher Graph bezeichnet.

10

Abbildung 0.12: Clique der Gréfe 3

®

Abbildung 0.13: Graph mit isolierten Knoten

Abbildung 0.14: Graph mit einem Zyklus



0.4. GRAPHEN

0.4.7 Grad eines Knotens

Der Grad eines Knotens ist definiert als die Anzahl der Kanten dieses Knotens. Bei einem gerichteten
Graphen unterscheidet man zwischen dem Fingangsgrad und dem Ausgangsgrad. Der Eingangsgrad ist
die Anzahl der eingehenden Kanten und der Ausgangsgrad die Anzahl der ausgehenden Kanten eines
Kontens.

Einen Knoten ohne Eingangskanten nennt man Quelle, einen Knoten ohne Ausgangskanten nennt man
Senke.

Eingangsgrad des Knotens 1: g, (1) =1
Ausgangssgrad des Knotens 1: g/, (1) = 2

Wire der Graph G’ ungerichtet wiirden sich
folgende Grade ergeben:
Grad des Knotens 1: gg/(1) = 3
»Der Knoten 1 von G’ hat den Grad 3«
Grad des Knotens 2: g¢/(2) = 4
(Schleifen werden doppelt gezihlt)
Grad des Knotens 5: gg/(5) = 2

Abbildung 0.15: Graph G’

Anmerkung: Nachfolgend handelt es sich, wenn nicht anders erwéhnt, immer um gerichtete Graphen
ohne Multikanten.
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1 Intuitive Berechenbarkeit

Bernd Priinster

Jeder hat eine gewisse Vorstellung davon, was
prinzipiell berechenbare Probleme sind und ob
diese eher leicht oder eher schwer 16sbar sind.
Beispielsweise werden Stundenpldne héndisch
durch Probieren und mit viel Erfahrung erstellt.
Hierbei handelt es sich offenbar um ein schwie-
riges Problem - Sortieren ist im Gegensatz dazu
vergleichsweise einfach. )
Mathematische Beweise sind im Allgemeinen gar aﬁeu Zﬁ;?,ﬁ;?ﬁ;n
nicht berechenbar. Aus diesemn Grund dauerte es (GE7ier przecn
auch fast 400 Jahre, bis ein Beweis zu Fermats

letztem Satz gefunden wurde.

Prgbleme

nicht
effizient I6sbar

effizient l6sbar

Nachweis duch Angabe
eines Algorithmus

nicht I6sbare
Probleme

Generell ist es sinnvoll Aussagen iiber Losbarkeit Aussage (ber alle

und Komplexitdt von Problemen treffen zu kon- (erfﬁlgjoerr'tﬂ;:éi?sen

nen. Hierzu ist es notwendig formale Begriffe fiir Algorithmus-Begrif)

Algorithmen, Probleme, Berechenbarkeit, Effizi- Abbildung 1.1: Intuitive Berechenbarkeit

enz, ... einzuflihren. Diese Begriffe sollen mog-

lichst prézise, konzeptionell méglichst einfach und intuitiv, sowie unabhéngig von konkreten Einschrin-
kungen (wie Ausfithrunggeschwindigkeit, Hardware, Programmiersprache, ...) sein. Generell kénnen

Probleme wie in Abb. 1.1 dargestellt eingeteilt werden.

Der Nachweis der Losbarkeit gestaltet sich einfach, da es geniigt einen Algorithmus anzugeben, welcher
das Problem 16st.

Um ein Problem als unlésbar definieren zu kénnen, muss bewiesen werden, dass es keinen Algorithmus
geben kann, der dieses Problem 16st. Folglich muss der Algorithmusbegriff prizise definiert werden, da
eine Aussage iiber alle Algorithmen getroffen wird.

Gleiches gilt, wenn man die Frage nach der Effizienz stellt: Der Nachweis der effizienten Lisbare erfolgt
duch Angabe eines effizienten Algorithmus’. Um ein Problem als nicht effizient ldsbar zu klassifizieren,
muss bewiesen werden, dass es keinen Algorithmus gibt, der dieses Problem effizient 16st. Folglich
wird eine Aussage iiber alle Algorithemn getroffen. Hierzu ist ein wohl definierter Begriff der Effizienz
notwendig.
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KAPITEL 1. INTUITIVE BERECHENBARKEIT

1.1 Graph-Erreichbarkeit

Das Erreichbarkeitsproblem in Graphen (REACH oder STCON, PATH) ist ein Basisproblem der Theoreti-
schen Informatik. Es handelt sich dabei um ein Entscheidungsproblem, welches die Frage behandelt,
ob es in einem Graphen G = (V| E) mit n = |V| Knoten einen Pfad vom Knoten s zum Knoten ¢ gibt.
Hierbei handelt es sich um ein Basisproblem der Theoretischen Informatik, da jedes l6sbare Entschei-
dungsproblem als gerichteter Graph dargestellt werden kann. Allgemein betrachtet gibt es verschiedene
Antworten auf das Graphenerreichbarkeitsproblem:

e Weg existiert/existiert nicht (»ja«/»nein«)

e Liste alle Wege auf

e Welcher ist der kiirzeste/lingste/... Weg
In der Komplexititstheorie werden nur Entscheidungsprobleme (»ja«/»nein«) betrachtet, da die Aus-
sage unabhingig von der Kodierung der Antwort sein soll und sich alle relevanten Probleme ohne
Einschrankungen in Entscheidungsprobleme iiberfiihren lassen.
Eine Losungsmdoglichkeit fiir das Graphenerreichbarkeitsproblem ist der nachfolgend beschriebene Search-
Algorithmus:

1. Starte bei Knoten s.

2. Iteriere rekursiv iiber alle ausgehenden Kanten.

3. Markiere alle besuchten Knoten.

4. Am Ende antworte mit »ja«, wenn Knoten ¢ markiert ist, sonst »nein«.

Pseudocode

S ={s}
markiere Knoten s
solange S # {}:
wdhle ein randomeini € S und entferne ¢ aus S
V Kanten (¢,j) € E, wenn j nicht markiert:
fige j zu S hinzu und markiere j

Wenn Knoten ¢ markiert ist, antworte mit »ja«, sonst mit »neing

14



1.1. GRAPH-ERREICHBARKEIT

1.1.1 Ressourcenbedarf

Zeitbedarf: Im schlimmsten Fall muss jede Kante einmal besucht werden.
= T(n) = 0n?) (n=1|V|, |E| = 0n?))
Speicherplatzbedarf: Im schlimmsten Fall wird jeder Knoten markiert

= S(n) = O(n)

REACH kann damit effizient gelost werden (Beweis hiermit durch Konstruktion des Algorithmus Search
erbracht). Eine genaue Spezifikation der Darstellung von G war nicht notwendig.

Beispiel 1.1
Gerichteter Graph G = (V, E)

vV ={1,2,3,4,5}
E= {(17 2),(1,3), (2, 3)? (37 1)7 (37 5)7 (47 3), (4, 5)}

Frage: Ist Knoten 5 ausgehend von Knoten 1 er-
reichbar?

Abbildung 1.2: gerichteter Graph G = (V, E)

’ i ‘ S;CV ‘ mark. Knoten M; CV ‘ unmark. Nachfolger X ‘ néachster Schritt ‘
0] So=A{1} | Mo={1} Xo = {2,3} wahle 1
1] S ={23} | My ={1,2,3} Xi={} wihle 2
2| S =1{3} My ={1,2,3} Xo = {5} wihle 3
3| 83 =1{5} Mz ={1,2,3,5} X3 ={} wihle 5
4] S ={} M, ={1,2,3,5} Xy =1{} Antwort: »ja«

1.1.2 Formaler Beweis auf Korrektheit

In jedem Durchgang wird ein s € S; ausgewdhlt und markiert:

X={teV\ M : st}
S@'+1:Si\{5}UX
Miy1=M;UX

Die Basis des nachfolgenden Beweises durch vollstindige Induktion basiert auf der Tatsache, dass sich
das Problem REACH als Frage nach der Existenz einer reflexiv transitiven Hiille formulieren ldsst (siehe
Kapitel 0.4.2). Da die Nummerierung der Knoten willkiirlich ist, kann ohne Einschrankung der Allge-
meinheit s = 1 und ¢ = n angenommen werden. Im Folgenden wird der Beweis daher fiir s = 1 und

= n durchgefiihrt. Es wird jedoch nur die Korrektheit des mengenorientierte Algorithmus bewiesen.

15



KAPITEL 1. INTUITIVE BERECHENBARKEIT

Annahme Schleifeninvariante von Search (wobei S; C M;):

Pi)=15n [neM; v EIhGSi:hVLMML]

3

Basis P(0), wobei Sy = {1}, My = {1}
15 ne=n=1v1—"0sl]v

VA{1}

(korrekt, da dies der Definition der reflexiv transitiven Hiille entspricht)

Induktionsschritt  P(i) = P(i + 1):

+

P(z’)zliH”M:}[nEMi V3heSi: h——n

VA\M;

< [neM; v Ihe S\ {s} : hv—>n\/ s——n

i VAM;
= meM Vv .. VIteV\M :s>t———n
VAMit1
X
<:>[n€MZ-\/...\/E|t€X:t;>n
V\ M1
N——
M;UX
<:>[n€Mi V..VvneXVIHeX  t— sn
VAM; 41
— [ne{M;UX} v3he S\ {s}UX : h——sn
—_—— ———— V\M,; 41
neM; VneX Sit1
—neMUXV3heSy : h———n
\—V—/ V\]\/[L+1
Mita
e neMy1 vV 3he S + h———
[n i+1 i+1 VM n]
=P(i+1) [ |

(1.1)
(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

Erlduterung Bei der in (1.2) vorgenommenen Erweiterung, handelt es sich um eine reine Umformung,
da diese nichts am Wahrheitswert der Formel andert:

JhesS; - h——sn
V\M;

=3heSi\{s} :h——nVs—sn
V\M; V\M;

In Schritt (1.3) wird explizit ausformuliert, dass die transitive Hiille s —*  n einen Knoten ¢ mit der

1;

reflexiv transitiven Hiille + ——— n enthiilt:

16

VAM; 1

+
S—Mn

V\M;

=3tc V\M; : s >t ———n
V\Mq;_'.l



1.1. GRAPH-ERREICHBARKEIT

Im Ubergang zu Schritt (1.5) wird lediglich die reflexiv transitive Hiille auf die Form der transitive
Hiille umgeschrieben:

s Sst=s=¢tV sLt
1% \%

*

deX it ——n

V\Mi+1
=neXVIeX : t—F 4p
VAM; 41

Schritt (1.6) fasst die Ausdriicke 3h € S; \ {s} : h — ynpund 3t € X : t —— n zusammen.
V\M; VA\Mi i1

Wichtig hierbei sind folgende Eigenschaften der betroffenen Mengen:
1.IdeSVidheX=dreSuX
2. {V \ Mi—H} - {V \ Mz}

Unter Beriicksichtigung dieser Eigenschaften, wird klar, dass es sich bei den Operationen in Schritt
(1.6) um eine giiltige Aquivalenzumformung handelt:

FheS\{s} :h——nVIHEX : t ——5n
V\M; V\Mii1

=3h e S;\{s}UX : h———n
VAM;41
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2 Registermaschine

Matthias Vierthaler

Wie im vorigen Kapitel ersichtlich, ist — neben der Frage nach der Losungsmdglichkeit fiir Algorithmen
— auch der konkrete Begriff Algorithmus zu definieren. Zur formalen Beschreibung von Algorithmen

kann ein Maschinenmodell verwendet werden. Der Algorithmus ist dann durch ein Programm auf

diesem Maschinenmodell gegeben. In Anlehnung an einen modernen Digitalrechner kénnen wir folgende

Anforderungen an den Algorithmusbegriff stellen:

e endliche Anzahl an Operationen

e endliche, nummerierte Anweisungsliste (Programm)

e Rechenoperationen: + — * =

e (Zwischen-)Ergebnisse: 79, 71,...,7g,...

e bedingte Verzweigung (JZERO), Sprung (GOTO)
e Konstanten #k, direkte Adressierung ri

e indirekte Adressierung 7,

e definierter Haltebefehl: END

Diese Uberlegungen kénnen in einem theoretischen Modell, der sogenannten Registermaschine (RM),

zusammen gefasst werden.! Abb. 2.1 zeigt den Aufbau einer RM.

Programm [«

\ 4
\ 4
b r 0 i« >» 05 || 17 | 04 || 00
Befehlszahler Akkumulator Speicher

(Registerzellen)

Abbildung 2.1: Registermaschine - Aufbau

! Asteroth und Baier, Theoretische Informatik. Eine Einfihrung in Berechenbarkeit, Komplezitit und formale Sprachen.
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KAPITEL 2. REGISTERMASCHINE

e Das Programm, in weiterer Folge R genannt, ist eine endliche Anweisungsliste an Befehlen.

e Der Befehlszdhler b lduft die Anweisungsliste R ab. Ohne Spriinge bzw. Verzweigungen wird b
stetig inkrementiert.

e Der Akkumulator rg wird fiir alle Berechnung benotigt. Auf ihn werden die meisten Operationen
ausgefiihrt.

e Der Speicher wird in Form von Registern angegeben. Er wird fiir die Speicherung von End- und
Zwischenergebnissen benutzt.

2.1 Befehlssatz

Die Befehle einer Registermaschine sind folgende:

LOAD z ro == v(z)

STORE k& TR =T

STORE *k | 1, =19

ADD z ro =19 + v(x) Register:

SUB ro := max {0,790 — v(z)} Vie Ng:r; € Ny
MULT « ro :=ro * v(x)

DIV x ro = [5(5)

GOTO k b=k b=0 = HALT
JZERO k | if 7o = O then b := k

END b:=0

danach: b:= b+ 1 (aufer nach Verzweigungen)

Genauere Erlauterungen:

e LOAD und STORE - Befehle werden fiir das Schreiben und Lesen der Register benutzt (Speicher-
befehle)

— LOAD laden von einem Register in den Akkumulator rg < v(z)

— STORE laden vom Akkumulator in ein Register g — v(z)

ADD/SUB/MULT/DIV benutzt den Operator und fithrt ihn mit der gewdhlten Funktion auf
den Akkumulator aus

— verarbeitet werden nur ganzzahlige natiirliche Zahlen.

— damit dieser Bereich nicht verlassen wird verhindert SUB negative Zahlen und DIV rundet
ab um rationelle Zahlen zu vermeiden.

GOTO/JZERO kénnen den Verzweigungspfad verdndern und greifen auf den Befehlszéhler zu.

— wird einer dieser Befehle benutzt wird der Befehlszihler nach der Ausfithrung nicht noch
einmal verdndert um die Manipulation zu behalten.

END lisst das Programm terminieren

Falls R terminiert, erwarten wir das Ergebnis der Berechnung im Akkumulator rg.

20



2.2. FORMALE BESCHREIBUNGEN

Die relativ umsténdliche Umgebung in der alle Operationen bis auf GOTO und END im Akkumulator
ausgefiithrt miissen, wird deshalb verwendet, da in diesem Fall von einer einfachen Beschreibung ausge-
gangen werden kann. Man kann in einzelnen Schritten sehr einfach auf die sich verdndernden Elemente
schliefsen.

Argumente: Damit zwischen Konstanten, direkten und indirekten Registerzugriffen unterschieden wer-
den kann, werden folgende Konventionen getroffen.

x | v(x) | Beschreibung
#k | k der iibergebene Wert wird direkt iibernommen (Konstante)

E | 7 das durch die Zahl referenzierte Register addressiert (direkte Adressierung)
xk | rr, | der Inhalt des durch die Zahl referenzierten Registers
wird als Registerreferenz benutzt (indirekte Adressierung)

2.2 Formale Beschreibungen

Ein RM-Programm R = (my,...,7T,,) ist eine endliche Sequenz von Anweisungen. Das Programm
der RM héngt nicht vom Input ab und ist daher bereits eine vollstdndige Beschreibung fiir einen Algo-
rithmus. Um die Arbeit der RM wihrend der Ausfiilhrung zu beschreiben, ist eine formale Beschreibung
der Register notwendig. Eine Registerbelegung R = {(j1,7},), (j2,7js), - - -, (j1,75,)} ist eine endliche
Menge von Register-Wert-Paaren. Alle Register, die nicht in R aufgezéhlt sind, haben den Wert 0
(Achtung: R # R). Die Eingabe fiir eine RM R soll ein Tupel von k Zahlen x1, ...,z € Ny sein.

Die initiale Registerbelegung lautet:

R[Z‘l, ce ,xk] = {(1,%1), (Q,IQ), cesy (k,:IJk)}

Jedem Register ist also ein Index und ein Wert zugeordnet. Zum Beginn der Ausfiihrung steht auf den
ersten k Registern die Eingabe. Der Speicherbedarf an Registern kann aber wiahrend der Ausfithrung
wachsen. Die Anzahl der insgesamt verwendeten Register ist bei Beginn der Ausfithrung also unbekannt.
Weiters wird definiert, dass der Akkumulator Teil der Registerbelegung ist. Vorgegeben ist auch, dass
ro den Index 0 besitzt. Eine Schreibweise fiir 2 Parameter y,x als [y,x| besagt, dass auf dem ersten
Register nach dem Akkumulator y und auf dem zweiten x zu finden ist. Dies muss immer definiert
sein, hat aber fiir die Implementierung keinen Einfluss auf die Laufzeit.

2.3 Konfigurationen und Relationen

Definition Konfiguration

Es ist moglich den aktuellen Zustand x der RM in einem Tupel zu speichern. Die verénderlichen Teile
der Maschine sind lediglich der Befehlszéhler und die Register (inkl. Akkumulator). Befehlszdhler b ist
der n#chste auszufithrende Befehl von R (RM-Programm). Die Registerbelegung R hilt alle Register,
die von der Maschine seit Beginn der Ausfiihrung beschrieben wurden als Index-Wert-Paar.

k= (b, R)
b e Ny

21



KAPITEL 2. REGISTERMASCHINE

RCN2 bzw. Re P(N?)

Konfigurationsrelation =

Durch den einfachen Aufbau der RM und die simplen Befehle, die entweder nur den Akkumulator
und evtl. ein Register verdndern, kann bei gegebenem R und der initialen Registerbelegung R zu
jedem Zeitpunkt auf die folgenden Konfigurationen geschlossen werden. Diese Uberginge nennt man
Konfigurationsrelationen.

K1 — K2 — K3...

Da die RM deterministisch arbeitet, ist die nachfolgende Konfiguration zu jedem Zeitpunkt durch das
RM Programm eindeutig bestimmt. Eine Konfiguration ' ist von einer Konfiguration s erreichbar
wenn das gegebene Programm R ab aktuellem b zwischen ihnen eine Verbindung erzeugt. Dies passiert
durch die Uberlegung, dass der niichste Befehl entweder ein Sprungbefehl auf # ist, oder die nichste
Konfiguration (mit neuem b und verdnderten Registerwert) selbst eine Relation auf &' besitzt:

Sei k = (b, R) und ' = (V/, R), dann ist s = k' wahr, gdw. entweder 7, ein Sprungbefehl nach b’ und

R' = Rist, oder ¥ =b+1und R’ = {(j, )} U(R\ {(i,y) € N3|i = j}), wobei j das von 7, adressierte
Register und = dessen neu berechneter Inhalt ist.

Eine Konfiguration ist in 0 Schritten zu erreichen wenn Anfangs- und Endzustand gleich sind.

0 / /
K — K genau dann wenn kK = kK
R

Von einer Konfiguration s ist eine Konfiguration ' dann in n+1 Schritten erreichbar, wenn es eine

Zwischenkonfiguration k" gibt. k” besteht dabei aus einer beliebig langen Anordnung an Registern.

Die Zwischenkonfiguration ist dabei von der Startkonfiguration in n Schritten erreichbar und die End-

konfiguration ist von der Zwischenkonfiguration in einem Schritt erreichbar.
n

1
n%ﬁ’@ﬂfi”eNoxP(N%): KJE)KJ”/\H”?KJ

!/

Zur Erklirung der Zwischenkonfiguration x”: Was hier beschrieben wird, ist der Raum aus dem die
Werte ausgewdhlt sind. Deswegen bezeichnet diese formale Beschreibung nicht eine konkrete Zwischen-
konfiguration, sondern die Existenz einer solchen:

e N2: Ein Register ist immer ein Tupel mit (Index, Wert) z.B.: (1,2)/(2,3)/ ...

e P(N3): Potenzmenge von allen moglichen Tupeln. Es handelt sich also um eine Menge von Tupeln,
z.B.:

{(1,2),(2,3),(1,3),...}/{(1,3),(4,5),...}/ ...

e Ny x P(N2): Kreuzmenge fiihrt den Befehlszéhler b ein, der ebenfalls aus dem Raum der natiir-
lichen Zahlen inklusive 0 genommen wird z.B.:

(2 {(1,2),(2,3), (1,3), .. })/(10,, {(1,3), (4,5), .- })/ - -
b b

Raum von R Raum von R
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2.4. PARTIELLE FUNKTION EINER RM

Eine Konfiguration besteht aus einem Befehlszdhler, allen mdoglichen Registern, die wiederum aus
Tupeln bestehen. % steht fiir eine beliebige Anzahl an Konfigurationsiibergdngen — die transitive

Hiille der Zustandsiibergénge (siehe Kapitel 0.4.2).

2.4 Partielle Funktion einer RM

Um nun die Abbildungsféhigkeit einer RM definieren zu kénnen, wird der Begriff der partiellen Funktion
einer RM eingefiihrt. Dabei geht es um die Frage welche Funktionen (bzw. Algorithmen) durch eine
RM dargestellt werden kénnen.

Ausschlaggebend ist hierbei das Erreichen des END-Befehles, der (wie erwéhnt) den Befehlsziahler b
auf 0 setzt. Sollte es eine Endkonfiguration R’ geben, die dieses Kriterium erfiillt, befindet sich im
Akkumulator das Ergebnis der Funktion. Wenn die Maschine niemals anhélt, also divergiert, ist das
Ergebnis der berechneten Funktion undefiniert. Wir schreiben L (Bottom »Bot«) um dies zu zeigen.
Dies ist auch der einzige Unterschied zu einer normalen Funktionsdefinition: Es ist méglich auch auf
einen ungiiltigen Zustand abzubilden.

Die durch R berechnete partielle Funktion fz : N’g — Np bildet von einer Eingabe (x1, ..., zx) auf eine
natiirliche Zahl aus Ny ab (genau die Zahl, die im Akkumlator stehen wird).

ro HR,ZF&()%(O,R/)/\(O,T())GR/

fR(xl,...7$k): 1 ﬂR’:Ho%(OvR/)

wobei kg = (1, R[x1,...,z)]) die Startkonfiguration darstellt.

Eine partielle Funktion f : N'g — No wird RM-berechenbar genannt, wenn es eine Registermaschine R
gibt, sodass f = fr

Beispiel 2.1
Startkonfiguration: ko = (1, Ry, z]), x,y € No.

Gesucht: RM-Programm R, sodass fr(x,y) = z¥.

Der Pseudocode fiir oY sieht intuitiv wie folgt aus.

z=1;
while y >0
2= 2% T
y=y—-L
while-end
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KAPITEL 2. REGISTERMASCHINE

» Multipliziere so lange, bis stindiges Dekrementieren der Potenz zu 1 fithrt«
Fiir den tatséchlichen Code auf der RM werden natiirlich mehr Befehle benétigt. Es wird davon aus-
gegangen, dass

e T —T
Yy
e 2 —7T3

Programm der Registermaschine:

1 LOAD #1 //lade den Wert 1 in den Akkumulator

2 STORE 3 //speichere den Wert auf das Register 3

3 LOAD 2 //lade y (Exponent) in den Akkumulator

4 JZEROD 11 //sollte sie Null sein springe auf 11

5 SUB #1 //der Exponent kann dekrementiert werden

6 STORE 2 //speichere die dekrementierte Potenz auf alte Position
7 LOAD 3 //lade x (Basis) in den Akkumulator

8 MULT 1 //multipliziere Basis mit sich selbst

9 STORE 3 //speichere quadrtiertes Ergebnis auf alte Position

10 GOTO 3 //starte erneut mit Potenzierung bzw Abfrage

11 LOAD 3 //das Ergebnis steht sicher an Stelle von z, lade es in den Akkumulator

12 END //terminiere

2.5 Kostenmalle

Um nun mit dem RM-Model Algorithmen analysieren zu kdnnen muss man ihren Platz- und Zeitbedarf
wohl definieren. Hier gibt es zwei unterschiedliche Mafe, die sich sowohl in ihrer Berechnung, als auch
in ihrer Aussagekraft unterscheiden. Es gilt dabei folgende formale Beschreibung beziiglich des Endes
einer Ausfithrung:

(1, Rlz1, ..., z4)) 7; (bs, R;), mit by =0

Programm R wird mit Registerstellung R und mit Befehlszdhler b = 1 gestartet. Es werden ¢ Schritte
bendtigt, bis ein Befehlszdhler b; und eine Registerstellung R erreicht wird, wobei b; den Wert 0 ha-
ben muss. Aufgrund dieser Uberlegungen kénnen nun Kostenmafe bis zum Ausfiihrungsende definiert
werden.
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2.5. KOSTENMASSE

2.5.1 Uniformes Kostenmal}

Das uniforme Kostenmaf ist das simplere von zwei moglichen. Es ist einfacher zu berechnen, ist aber
nur mit einer Einschrankung der Registergréfie hinsichtlich der Komplexitédt aussagekriftig.

Definition 2.1 (Uniforme Zeitkosten). Die Uniforme Zeitkosten der RM R bei Eingabe von x1, ..., xx
sind defintert als

to(z1,...,28) =N

» Uniforme (u) Zeitkosten (t) fiir Programm R (R) mit der Fingabe x1, ...,z gleich N«

Hier werden die Befehle i gezihlt, die benotigt werden, um die Ausfiihrung des Programms R abzu-
schliefsen.

Definition 2.2 (Uniforme Platzkosten). Die uniformen Platzkosten der RM R bei Eingabe von x1,. ..,z
sind defintert als

) = 1 30<i<N:r; #0
SR($17~~-7J:’€)_Z{O VO<i<N:r;=0

Jj=0

Es werden alle Register einmal gezdhlt, die im Laufe des Programms einen Wert ungleich 0 hatten.

2.5.2 Warum reicht uniformes Kostenmal nicht?
Beispiel 2.2

Als Beispiel sei das uniforme Kostenmaf fiir 2.1 gesucht.

Zeitbedarf
tr(z,y)= 4+ Zeile 1-4
+8y + 2 Zeile 5-10,3,4; y Durchlaufe
+2 Zeile 11,12
=8y +6

— th(x,y) =8y +6

Speicherbedarf Die zwei Operanden benétigen jeweils ein Register. Der Output wird wéihrend des
Durchlaus auf r3 gespeichert. Zwischendurch wird aber der Akkumulator bendtigt - Insgesamt also 4
Register.

— sh(z,y) =4

Dies entspricht nicht der intuitiven Erwartung, da in den Registern unendlich grosse Zahlen gespeichert
werden konnen (Platzbedarf), und eine lingere Zeit benétigt wird, um grofere Zahlen zu schreiben
(Zeitbedarf). Daher wird die Frage der Kodierung behandelt und ein neues Kostenmaf eingefiihrt: das
logarithmische Kostenmafs.
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KAPITEL 2. REGISTERMASCHINE

2.5.3 Kodierung / Logarithmische Linge

Es wird definiert, dass die Zahlen bindr kodiert werden. Fiir die Berechnung macht eine abweichende
Kodierung keinen Unterschied. Die folgenden Schritte (z.B. Basiswechsel) sind dann aber dementspre-
chend zu dndern.

Um nun eine bindre Zahl in ihrer Komplexitit zu definieren, wird ihre Linge benutzt. Dies funktioniert
mit dem Logarithmus der Basis 2. Beispiel: log(1019) = log(10102) = 3.321 ... Um eine ganze Zahl zu
erhalten (nicht jede Zahl ist als Basis von 2 anschreibbar) muss mit der floor-Funktion abgerundet und
anschlieffend inkrementiert werden.

Fiir x € Ny ist die Logarithmische Linge die Anzahl der fiir die binére Darstellung von x benétigten

Bits.
1 o z=0
L(q:)—{ llogz| +1 : x>1

2.5.4 Logarithmische KostenmalBe

Definition 2.3 (Logarithmische Zeitkosten). Die logarithmischen Zeitkosten der RM R bei Eingabe
von x1, ..., sind definiert als

1 ™, =GOTO|END
L(ri;,0) my; =JZERO op
L(n;j,o)+L(Dp) b, =ADD|SUB|MULT|DIV #op
L(n‘j,o)+L(op) wbj=STORE op
N L(rij,0)+L(op)+L(rijﬁop> ™, =ADD|SUB|MULT|DIV op
tR(xl, e ,xk) = Z L(ri; 00+ L(op)+L(7i  0p) my, =STORE xop
j=1 L(ri;,00+L(oP)+L(ri; 0p)+
+L('r'7;].7,,>ij,op) ™, =ADD|SUB|MULT|DIV xop
L(op) ™, =LOAD #op
L(op)+L<rij,0p) b, =LOAD op
L L(Op)-"_L(Tij¢0p)+L(Tij*rrij,op) 7Tbj =LOAD xop

In der rechten Spalte findet man den Befehl. In der linken Spalte finden sich die Kosten als Funktion der
logarithmischen Kosten. N ist hier wiederum die Anzahl der benétigten Schritte, bis der Endzustand
erreicht wird. Der Index lauft bis N da jeder Befehl, auch der End-Befehl, beachtet wird. Der Index
j steht fiir den Ausfithrungszeitpunkt; 7; ist der Index des Registers das zum Zeitpunkt j referenziert
wird und b; ist der Befehlszéhler zum Zeitpunkt j.

Wie man sieht, miissen bei unterschiedlichen Adressierungsarten nicht nur die log. Kosten des Operators
sondern auch evtl. die der indirekt angesprochenen Register in die Berechnung aufgenommen werden.

Definition 2.4 (logarithmische Platzkosten). Hier wird mit den log. Kosten der hochsten jemals ge-
speicherten Zahl gerechnet. Die Definition ist dhnlich den uniformen Zeitkosten.:

) ) o << o
RS B e MUV

< 0 VO<i<N:r=0
]:0 ?-]
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2.6. KOMPLEXITAT

2.5.5 Gegeniiberstellung uniforme/logarithmische Zeitkosten

Zeitkosten pro Befehl hier werden die einzelnen Zeitkosten fiir die verwendeten Befehle aufgezeigt:

uniform logarithmisch

1 LOAD #1 rg < 1 1 1
2 STORE 3 r3 <10 1 3
3 LOAD 2 Ty < T2 1 2+ L(?”Q)
4 JZERO 11 19 =0 1 L(ro)
5 SUB #1 rog 10— 1 1 L(rg) +1
6 STORE 2 9 <—Tg 1 24+ L(’r‘o)
7 LOAD 3 rg < T3 1 2+ L(T3)
8 MULT 1 TO < T *T1 1 L(To) +1 ‘|‘L(T1)
9 STORE 3 r3 <10 1 2+ L(To)
10 GOTO 3 1 1
11 LOAD 3 To < T3 1 2+ L(?”g)
12 END 1 1
Beispiel 2.3

Berechnung der Gesamtkosten Nun werden die Zeitkosten fiir beide Mafse berechnet:
Uniforme Zeitkosten, bereits bekannt, siehe Beispiel 2.2: = 8y + 6

Logarithmische Zeitkosten: (oY L(i) = y(L(y) — 1))

tr(z,y)=9 + 2L(y) + yL(x) 7 1-4,11-12
+437 L(i) +3L(x) 320, i — yL(z) + 11y Z 5-10,3-4

~ SPL() + (dy + 2)L() +y(T - SL() +9

Um die Kosten zu vergleichen, wird der Begriff der Komplexitét eingefiihrt.

2.6 Komplexitat

Die Komplexitét eines Systems ist eine vereinfachende Moglichkeit dhnliche Systeme in Klassen zu-
sammen zu fassen. Man unterscheidet hier grundsétzlich durch mathematische Funktionen (linear,
polynomiell, exponentiell). Fiir ndhere Informationen siehe die LV Datenstrukturen und Algorithmen.

Definition 2.5 (Zeitkomplexitit der RM). Die Zeitkomplexitdt Tr(n) einer RM R in Abhingigkeit
der logarithmischen Linge n der Eingabe ist definiert als

Tr(n) = max tr(z1,..., k)
(@1 5eswr ) ENE: L(z1) 4+ Lz )<
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KAPITEL 2. REGISTERMASCHINE

Definition 2.6 (Platzkomplexitit der RM). Die Platzkomplexitit Sg(n) einer RM R in Abhingig-
keit der logarithmischen Ldnge n der Eingabe ist definiert als

Sr(n) = max sR(T1, ..., xk)
(@1, ) ENF: L(z1) 4. Lz ) <n

Beispiel 2.4

Berechnung der Komplexitdt von 2.1 unter dem Uniformen Kostenmal}

th(z,y) =8y + 4 L(x) = ng, L(y) = ny (2.1)
=8-2™ +4 n = ng+ny
TH(n) <=8. 2" 1+ = 02"

(1.1) Wir benutzen die vorher berechneten uniformen Kosten und definieren die logarithmischen Ein-
gabeldngen als n, und n.

(1.2) Hier setzen wir statt y n, ein. n bezeichnet die Gesamtlénge der Eingabe.

(1.3) Durch Abschétzen kénnen wir n einfithren und erhalten insgesamt ein exponentielles Ergebnis.
— Wir merken: Linearer Eingabewert resultiert zu exponentieller Komplexitét in der Eingabelénge bei
uniformen Kostenmafs.

Berechnung der Komplexitdat von 2.1 unter dem Logarithmisches KostenmaR

3 3
tr(z,y) = Sy L(z) + (4y + 2)L(y) + y(7T = S L(z)) +9 (2:4)
< ;22"@%;5 +(4-2" + 2)n, + 2™(6 — gnx) +9 (2.5)
3 2n n n 3
TR(n)§§2 n+(4-2 +2)n+2(6—§n)+9 (2.6)
< ;n22"+ gn2”+6-2"+2n+9 (2.7)
= O(n2%) (2.8)

also sogar superexponentielle Laufzeit (¢ O(poly(n)))
Hinweis: Wir sind fiir Komplexitdtsuntersuchungen immer nur an asymptotischen Grofen interessiert.
Es hiitte daher im Beispiel geniigt, den komplexesten Schleifenbefehl (3y*L(z)) zu untersuchen.

Analyse der Ergebnisse Wie es scheint wird in beiden Féllen nicht die erwartete exponentielle Lauf-
zeit berechnet. Im uniformen Mafs gibt es zwar ein exponentielles Ergebnis, das sich aber aus linearen
Zeitkosten ableitet. Es scheint als wiirden wir nicht einen effizienten Algorithmus verwenden.

Vereinfachung des Algorithmus Grundidee (Square & Multiply):
e Reduziere die Anzahl der Schleifendurchliufe

o Ersetze z = zxx durch z = 2 % 2
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2.7. POLYNOMIELLE ZEITBESCHRANKUNG

e Anzahl der Schleifendurchldufe nur mehr: logy

Zeitbedarf unter dem uniformen Kostenmaf: 77 (n) = O(n
Zeitbedarf unter dem logarithmischen Kostenmaﬁ Tr(n) =0(2")

Erkldrung Wir haben nun die Diskrepanz geschlossen zwischen der intuitiv einfachen berechenbaren
Funktion der Exponentialfunktion und einem effizienten Algorithmus. Wir sehen, dass die Berech-
nung im uniformen Kostenmaf unsere Erwartungen nicht erfiillt, dabei einfacher zu berechnen ist und
unter gewissen Umsténden ebenfalls als Komplexitatsbestimmung verwendet werden kann. Die Berech-
nungen im logarithmischen Kostenmafs hingegen zeigen eine korrekte Abbildung der Funktion in den
logarithmischen Kosten als auch in ihrer Komplexitit.

2.7 Polynomielle Zeitbeschrankung

Definition 2.7 (polynomiell zeitbeschrinkte RM). Wir nennen eine RM R polynomiell zeitbeschrankt,
falls die logarithmische Kostenfunktion Tr polynomiell zeitbeschrinkt ist.

Tr(n) = O (poly(n))
d.h. es gibt ein Polynom p fir das gilt
Tr(n)<pn) V neN

mit Hilfe von uniformen Kostenmall Solange man nur die Frage der polynomiellen Laufzeit beant-
worten mochte, kann man unter folgenden Voraussetzungen das uniforme Kostenmafs verwenden.

o T%(n) = O(poly(n)))

e max;; L(r;;) = O(poly(n)) Die maximale Registerldnge (Eingabe als auch wéhrend Laufzeit
entstanden) darf sich maximal um einen linearen Faktor von der Lénge der Inputzahlen (n)
unterscheiden

Sind beide Voraussetzungen erfiillt, dann gilt

e Tr(n) = O(poly(n))

2.8 RM mit/ohne Multiplikation

Das RM-Modell kann ohne Verlust der Berechnungsstirke eingeschrinkt werden, indem (zB) auf die
Multiplikation verzichtet wird:

e Eine RM R’ ohne MULT
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KAPITEL 2. REGISTERMASCHINE

e Simuliert eine RM R mit MULT

e sodass Tr/(n) = O(Tr(n)?) (ohne Beweis)

Um dies zu veranschaulichen wird auf einen graphischen Beweis zuriickgegriffen.

Man nehme an, dass auf einer Zeitachse die Befehle eines Programms aufgetragen werden. Dabei
benotigen einige Befehle langer als andere. Die fett markierten Befehle sind Multiplikationen. Abbildung
2.2 zeigt die Ausfiihrungszeiten einzelner Befehle bei der Abarbeitung des Programmes

-—_————_——— = = — — ;
l |
l |
! |
! |
l |
l |
! |
! |
! |
l |
! |
| — | | [ L, |I —1
tl t2 3 ta t5 end Zeit tl t2 t3 ta t5 end Zeit
Abbildung 2.2: RM mit MULT Abbildung 2.3: RM mit simulierten Mult-Befehlen

Die Gesamtlaufzeit ¢ von dem Program R wird als Summe der einzelnen Zeiten ¢;...t¢, definiert.
Nun wird angenommen, dass die simulierte Ausfithrungsgeschwindigkeit einer Multiplikation auf einer
RM ohne Mult quadratisch ist. t(MULT) = O(n?). Wir ersetzen nun alle MULT-Befehle durch eine
quadratische Zeit, da wir sie in Kauf nehmen miissen, wenn wir den MULT-Befehl simulieren wollen,
erkennbar an den Quadraten. Im grauen Gesamtquadrat wird weiters die Quadrierung iiber alle Befehle
gezogen. Wir sehen nun, dass selbst, wenn das Programm einzig und allein aus MULT-Befehlen besteht,
die Zeitkosten dieses Rechteck nicht verlassen kénnen. Der Grund darin liegt, dass die Summe der
Quadrate kleiner als das Quadrat der Summe ist. Die Nachstellung einer RM ohne MULT kann also
in maximal quadratischer Zeit erfolgen (siehe Abbildung 2.3).
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3 Turingmaschine

Domunik Hirner, Philipp Kober

3.1 Church-Turing-These

Der britische Mathematiker Alan Turing wollte den mathematisch arbeitenden Menschen mittels ei-
nes Maschinenmodells beschreiben, um einen formalen Begriff fiir mathematische Berechnungen zu
kreieren. In seinen Uberlegungen betrachtete Turing die Arbeit eines Mathematikers auf einem Blatt
Papier. Zu Beginn steht eine Rechnung auf dem Papier. Der Mathematiker liest die Rechnung und
schreibt Zwischenergebnisse und die Losung wieder darauf — er bendtigt also seine Augen zum Lesen
der Rechnung und der Zwischenergebnissen, seine Hinde zum Schreiben und eine Programm oder einen
Algorithmus um die einzelnen Verarbeitungsschritte durchzufithren. Turing erkannte, dass sich dieses
Modell vereinfachen ldsst, ohne die Berechnungsstéirke wesentlich einzuschrinken. Das 2-dimensionale
Blatt Papier kann durch ein 1-dimensionales Band ersetzt werden, ein Schreib- /Lesekopf représentiert
die Hand zum Schreiben und die Augen zum Lesen als eine Einheit. Als Eingabe zadhlt die Rechnung
auf dem Band, welches ebenso als Zwischenspeicher und als Ausgabe dient.

Dieses Maschinenmodell fiir Berechnungen wird als Turingmaschine bezeichnet. Funktionen, die auf
diesem Modell berechnet werden kénnen, nennt man turing-berechenbar. Es wird angenommen, dass
die Klasse der intuitiv berechenbaren Funktion genau der Klasse der turing-berechenbaren Funktionen
entspricht. Diese These, bekannt als Church-Turing These, ist eine Grundannahme der Komplexitéts-
theorie und rechtfertigt die Verwendung der Turingmaschine als universelles Berechnungsmodell.

3.2 Formale Definition der Turingmaschine

Eine Turingmaschine ist ein Modell eines sequentiellen Rechners und besteht in seiner einfachsten
Variante aus einem unendlich langem Band mit sequentiell angeordneten Feldern, auf denen jeweils
genau ein Zeichen (des Bandalphabets) gespeichert ist, und einem Schreib- /Lesekopf. Zu Beginn steht
nur eine Eingabe auf dem Band, die die Turingmaschine nach einem gegeben Programm modifiziert,
der Rest ist gefiillt mit » Blank-Symbolen« (OJ). Um die Eingabe zu lesen und das Band zu modifizieren
kann die Turingmaschine den Schreib/Lesekopf nach links und rechts bewegen und Zeichen lesen und
schreiben. Die Maschine rechnet solange weiter, bis ein definierter Halt-Zustand erreicht wurde.

Definition 3.1 (Deterministische Turingmaschine). Eine deterministische Turingmaschine T ist ein
7-Tupel

T:(Q727F757QO7D7F)
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KAPITEL 3. TURINGMASCHINE

Zustand
(J—
Programm
Symbol lesen (endlicher Automat)

_Symbol schreiben

Kopfbewegung
-

Schreib-Lese-Kopf

Band
o[ 1 Pel 1T#[1]o]1]o]o[1]o[1]1[O]o]O]..

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung einer Turingmaschine

Q, eine endliche Menge von Zustinden

Y, das endliche Eingabealphabet, O ¢

I, das endliche Bandalphabet, > C T', Blanksymbol: 0 € T’

qo € Q, der Anfangszustand

F C Q, eine endliche Menge von Endzustinden

O, das Blanksymbol
§:QxT = QxTI x{«,—, =}, die Ubergangsfunktion

3.2.1 Endlicher Zustandsautomat

Das Programm der Turingmaschine wird durch einen endlichen Zustandsautomaten beschrieben. Ein
endlicher Zustandsautomat (engl. finite state machine oder FSM) ist ein Modell bestehend aus einer
endlichen Menge von Zustédnden @, den Zustandsiibergéingen ¢, dem Startzustand gy und (einem oder
mehreren) fixen Endzustidnden F. In jedem Zustand wird entschieden welcher Folgezustand betreten
wird. Um diese Entscheidung zu treffen wird das Symbol, dass unter dem Lesekopf steht gelesen. Beim
Zustandsiibergang wird dieses mit einem neuen Symbol iiberschrieben und der Schreib-/Lese-Kopf
fithrt eine Bewegung aus (+, —, —).

3.2.2 Konfiguration
Definition 3.2 (Konfiguration einer DTM). FEine Konfiguration ist ein 3-Tupel
k= (a,q,0) e I"xQxTI" (3.1)

e o, Wort links vom Schreib- /Lesekopf
o ¢, aktueller Zustand
e (3, Wort rechts vom Schreib- /Lesekopf
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3.2. FORMALE DEFINITION DER TURINGMASCHINE

3.2.3 Berechnungspfad

Durch die Abfolge verschiedener Zustédnde bzw. Operationen (bzw. durch ein Programm) einer Turing-
maschine (TM) entsteht ein Berechnungspfad. Dieser kann folgendermaken beschrieben werden:

o — — ...
09050 = 19151 =

Ist der Endzustand des Berechnungspfades gy Teil von F (Menge der Endzusténde der Turingmaschi-
ne), dann ist die Berechnung akzeptierend, ansonsten verwerfend.

*
8] —
09050 - N(INBN77L?

Wird kein Endzustand erreicht, ist die Berechnung unendlich (Endlosschleife).

Der Startzustand wird mit gow, w € ¥*, beschrieben.

Fiir jede Berechnung einer Turingmaschine kann also einer von drei Zusténden eintreffen:

e Akzeptierender Zustand (es gibt einen Endzustand und er ist Teil von F)
e Verwerfender Zustand (es gibt einen Endzustand und er ist kein Teil von F)

e Nicht entscheidender Zustand (Endlosschleife)

3.2.4 Konfigurationsrelation einer Turingmaschine

Die schrittweise Abarbeitung der DTM 7T wird durch die Ubergangsfunktion & (das Programm) fest-
gelegt. Daraus leitet sich die Konfigurationsrelation ? wie folgt ab:

5(q,b) = (¢, c,—) = aaqbﬁ?aaq’cﬁ
5(q,0) =(¢',c,—) = aaqbﬁ?aacqlﬁ
5(q,b) = (¢, c,+) = aaqbﬂ?aq'acﬁ
5(¢,;0)=LVgeF = aaqbﬁ#

mit ¢,¢' € Q, a,b,cel’, a,fel*
% ist die reflexive, transitive Hiille (siehe 0.4.2 von ?, analog %, %)
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KAPITEL 3. TURINGMASCHINE

Programm
. Al :
(endlicher Automat) usgabe

Zustand: g v=10100

Schreib-Lese-Kopf

Band
..|0[0]1[0fo[1[a]o[1]o]o[o]o]1[n]1]0]a]..
«@ v B

g

Abbildung 3.2: Darstellung der Ausgabe einer Transducer-Turingmaschine

3.2.5 Entscheider-Turingmaschine

Wird ein akzeptierender Zustand erreicht, wird JA, NEIN oder NICHT ENTSCHEIDBAR (L) ausge-
geben. Die (partielle) Funktion, die von dieser Turingmaschine beschrieben wird, sieht folgendermafsen
aus:

fr: S — {JA NEIN, 1}

JA :qow%aqﬁ ANqgeF
fr(w)=1{ NEIN 1QOW%O<Q57$> Nqg¢ F
1 . sonst

3.2.6 Transducer-Turingmaschine

Wird ein akzeptierender Zustand erreicht, kann das Ergebnis vom Band gelesen werden. Es befindet
sich dann vom Schreib/Lesekopf nach rechts bis zum ersten O (Blank-Symbol). Abbildung 3.2 veran-
schaulicht dieses Prinzip. Die (partielle) Funktion, die von dieser Turingmaschine beschrieben wird,
sieht folgendermafen aus:

fr 5= AT\{O}

fT(w):{U :(QOw%aqvﬁ) VAN (ﬁ:e\/ﬁzmﬁl) A gEF

1 : sonst

3.2.7 Turing-Berechenbarkeit

Eine (partielle) Funktion f: ¥* — X* ist turing-berechenbar genau dann, wenn

IDTM T : fr(w) = f(w).
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3.2. FORMALE DEFINITION DER TURINGMASCHINE

Abbildung 3.3: Darstellung eines bindren Inkrementieres

Beispiel 3.1

Abbildung 3.3 zeigt das Programm einer 1-Band Turingmaschine, welche eine binfre Zahl inkremen-
tiert, das heifst sie um eins erhdht. Diese Maschine ist eine Transducer-Turingmaschine. Die Regeln fiir
die Zustandsiibergénge dieser Maschine sind:

Zustand Band Regel

1: s 0 (s 0 — )
2: s 1 (s 1 = )
3: s O (t O « )
4: t 1 (t 0 +« )
5: t 0 (u 1« )
6: t O (h 1 — )
T u 0 (u 0 + )
8: u 1 ( u 1« )
9: u O ( h O — )

3.2.8 KostenmaR

Beim Kostenmaf einer Turingmaschine wird prinzipiell zwischen zwei Mafsen unterschieden:

Definition 3.3 (Zeitkosten einer Turingmaschine). Die Zeitkostenfunktion t1(w) bei einer gewissen
Eingabe w der Turingmaschine T, gibt die Lange des (endlichen) Berechnungspfades an (bzw. oo falls
der Berechnungspfad unendlich ist).

tr(w): ¥ +— NU{oo}
Definition 3.4 (Platzkosten einer Turingmaschine). Die Platzkostenfunktion s(w) bei einer gewissen
Eingabe w der Turingmaschine T, gibt die Anzahl der Bandquadrate an, die wdhrend der Berechnung

besucht werden.
sT(w) : ¥ — NU{oo}
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KAPITEL 3. TURINGMASCHINE

Satz 3.1. Offensichilich sind die Platzkosten immer durch die Zeitkosten beschrinkt, da in jedem
Zeitschritt mazimal ein neues Bandquadrat besucht werden kann.

VT :Yw € ¥* : s7(w) < tr(w)

3.2.9 Komplexitit

Definition 3.5 (Zeitkomplexitét einer Turingmaschine). Die Zeitkomplezitat Tr(n) einer determinis-
tischen Turingmaschine T (in abhdngigkeit der Lange der Fingabe w) ist definiert als das Mazimum
der Zeitkosten.

Tr(n) = ma; t(w

T( ) wGE*:ﬁu\Sn T( )

Definition 3.6 (Platzkomplexitit einer Turingmaschine). Die Platzkomplezitit Tr(n) einer determi-
nistischen Turingmaschine T (in abhangigkeit der Linge der Eingabe w) ist definiert als das Mazimum
der Platzkosten.

S7(n) = max  st(w
7(n) o 7(w)

Satz 3.2. Offensichtlich ist die Platzkomplexitdt immer kleiner als die Zeitkomplexitat.

VT :Vn e N: Sr(n) < Tr(n)

3.3 Mehrbdndige Turingmaschine

3.3.1 Defnition

Die Turingmaschine besitzt ein Band, das sowohl als Eingabe- und Ausgabeband und als Speicher
arbeitet. Oft ist es jedoch praktisch, das Modell zu erweitern. Eine Mehrbéndige Turingmaschine, auch
k-Band-DTM, besteht im Gegensatz zur 1-Band-DTM aus k& Béndern, welche als Arbeitsbdnder die-
nen, auf die lesend und/oder schreibend zugegriffen werden kann. Man kann eines dieser Biander 7.B.
nur fiir die Eingabe reservieren oder spezielle Ausgabebénder definieren.

Jedes dieser Bénder besitzt einen eigenen Schreib-/Lesekopf und der néchste auszufiihrende Schritt
héngt von den k£ Bandsymbolen und dem aktuellen Zustand ab. Wie in einer einbédndigen DTM kann
jedes dieser k Symbole iiberschrieben werden, jeder Schreib-/Lesekopf kann, unabhéngig von den ande-
ren, nach links, rechts oder iiberhaupt nicht bewegt werden. Die Kommunikation zwischen den einzelnen
Biandern erfolgt, wie bei der 1-Band-DTM, iiber einen endlichen Automaten.

Formell gesehen ist die Ubergangsfunktion einer k-band-DTM:

§:QxTF - QxTFx {+) —, =1k

wobei k die Anzahl der Bénder ist.

Der Ausdruck

5(qi7a1,...,ak) = (q]‘,bl,...,bk,%,—h...ﬁ—)

bedeutet, dass, wenn die Maschine im Zustand ¢; ist und die Kopfe 1 bis k lesen die Symbole ag

bis aj, dann geht die sie in Zustand g;, schreibt Symbol by bis by und weist jeden der k& Kopfe an, sich
nach links/rechts oder garnicht zu bewegen, je nach Sperzifikation des Zustands g;.
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0,0,RIO,0,R ,L1g; o, s
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Abbildung 3.4: Turingmaschine fiir Palindrom-Entscheider

Beispiel 3.2

Abbildung 3.4 zeigt das Programm einer 2-Band Turingmaschine, welche binére Palindrome entscheiden
kann. Diese Maschine aktzeptiert z.B. die Eingabe 01010. Die Regeln fiir die Zustandsiiberginge dieser
Maschine sind:

Zustand Band 1 Band 2 Regel

1: s 0 O (s, 0,—, 0,— )
2: s 1 O (s, 1,—, 1,—» )
3: s 0 O ( 1, O+, O,— )
4 ¢ 0 0 ( t 0,, O,— )
5: ¢ 1 0 (1, 1<, O- )
6: t O O ( u, O,—, O« )
T u 0 0 ( wu, 0,—, O+« )
8: u 1 1 ( u, 1,—, 0O« )
9: u 0 1 ( nein, 0,—, 1,— )
10: u 1 0 ( nein, 1,—, 0,— )
11: U O O ( ja, O0,-, 0O,- )

3.3.2 Erweiterte Church’sche These

Algorithmen lassen sich oft einfacher auf einer k-Band-Turingmaschine darstellen als auf einer 1-DTM.
Es stellt sich nun die Frage ob die k-DTM wirklich méchtiger ist als die 1-DTM. Intuitiv wiirde man
erwarten, dass dies der Fall ist. Uberraschenderweise kann aber gezeigt werden, dass jedes k-DTM Pro-
gramm auf einer 1-DTM simuliert werden kann und, dass der Zeitverlust maximal quadratisch ist (der
Platzbedarf bleibt sogar unverdndert). Eine dhnliche Aussage kann fiir jedes bekannte Prozessmodell
getroffen werden. Dies wird in der erweiterten Church’schen These verdeutlicht, die besagt:

Jedes sinnvolle Prozessmodell kann effizient auf einem Standardmodell (Turing-Maschine, Registerma-
schine, ...) simuliert werden.

Effizient heilst, dass der Zeitverlust maximal polynomiell ist. Diese These ist fiir alle bekannten Pro-
zessmodelle bewiesen!
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4 Die Klasse P

Florian Burgstaller, Andreas Derler, Gabriel Schanner

4.1 Aquivalenz von RM und TM

Laut der erweiterten Church’schen These kann jedes sinnvolle Prozessmodell effizient (Zeitverlust ma-
ximal polynomiell) auf einem anderen Standardmodell simuliert werden. So ldsst sich auch eine Regis-
termaschine auf einer Turingmaschine simulieren und umgekehrt.

Satz 4.1. Zu jeder Registermaschine R gibt es eine Turingmaschine T, sodass fiir die jeweils berech-
neten (partiellen) Funktionen gilt:

frbin(zy)#bin(x2)# . .. #bin(x)) = bin(fr(z1, ..., 2%)).

Satz 4.2. Zu jeder Turingmaschine T (mil Ausgabealphabet {0,1}) gibt es eine Registermaschine R,
sodass fir die jeweils berechneten (partiellen) Funktionen gilt:

fr(wi,wa, ... wpy) = bin™ (fr(w))

4.1.1 Simulation RM durch DTM
Als Beweis zu Satz 1 wird nun gezeigt wie sich eine Registermaschine auf eine 4-Band DTM abbilden
ldsst. Dabei ist folgendes zu beachten:

e Die Registermaschine besitzt ein Programm mit p Befehlen

e und einen Speicher der aus den Registern rg, ..., 7y, besteht.

e Die 4-Band DTM besitzt ein Eingabealphabet ¥ = {0, 1, #}

e und ein Bandalphabet I' = {0, 1, #, }, somit werden alle Werte binédrkodiert gespeichert.
Qo-Zusténde iibersetzen Eingabe(DTM Band 1) in Registerstruktur(DTM Band 2)

e (Qp+1-Zusténde tibertragen Ergebnis 7y in die Ausgabe (DTM Band 3)

e (Qi,1 <i < p simuliert Befehl ¢
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Band 1 Eingabe .. |bin(xg  [# [bin(xy) [# [bin(xa) [#]bintxa) |-

Band 2 Register st | of# [oin(ro) [ | 1fe|oin(ry) [sr ...
Band-Delimiter Register Index Register-Delimiter

Band 3 Ausgabe |bin{r.:.} |

Band 4 Nebenrechnung ... |[..

Abbildung 4.1: Simulation RM durch DTM - Bandbelegung

Die DTM arbeitet jeden Befehl der simulierten RM ab, indem jeder einzelne Befehl als aufeinander-
folgende Menge an Turingmaschinen Befehlen abgebildet wird. Dabei wird pro Befehl eine Menge an
DTM Zustdnden(Q; = {q1 ... q}) notig sein um die jeweilige Funktionalitit abzubilden. Bevor der ei-
gentliche RM Befehlssatz ausgefiihrt werden kann, muss jedoch zunéchst der Input vom Eingabeband
(DTM Band 1) gelesen und das Registerband(DTM Band 2) befiillt werden. Die dafiir benétigten DTM
Zustédnde befinden sich der Zustandsmenge QQp. Am Ende der Simulation muss noch die Ausgabe, wel-
che sich in rg (in der k-Band DTM kodiert auf Band 2 gespeichert) befindet, auf das Ausgabeband
(DTM Band 3) geschrieben werden. Fiir diesen Vorgang werden wieder DTM Zusténde benoétigt, die
in der Menge @p+1 zusammengefasst werden.

4.1.1.1 Beispiel DTM-Progamm fiir RM Befehl

Zur Verdeutlichung der Funktionsweise wird nun die Abarbeitung eines RM Beispiel Befehls 274:
ADD *24=— (Qo74 erléutert. Dieser Befehl benutzt indirekte Adressierung und bewirkt die Addition
des Wertes in rg mit dem Wert r,, wobei x der Wert des Registers ro4 ist. Das Ergebnis wird in rg
gespeichert. Zur Verwirklichung dieses RM Befehls werden nun folgende Aktionen getatigt:

e Suche ##11000#x# (bin(24) = 11000) auf dem Registerband (DTM Band 2).

e Kopiere z vom Registerband (DTM Band 2) auf das Nebenrechnungsband (DTM Band 4)

Suche ##x#ty# auf dem Registerband (DTM Band 2)

e Kopiere y vom Registerband (DTM Band 2) auf das Nebenrechnungsband (DTM Band 4)

Den Zeiger des Registerbands (DTM Band 2) auf das Ende des Akkumulators (rg) stellen

Bitweise Addition des Akkumulators zum Wert der auf dem Nebenrechnungsband (DTM Band
4) steht.

e Wert des Akkumulators durch den Wert des Nebenrechnugnsbandes (DTM Band 4) ersetzen.

Zur Verdeutlichung der Umsetzung einer obig genannten Aktion in ein k-Band DTM Programm, wird
hier nun aufgezeigt wie die zweite Aktion beispielsweies als Zustand go74, implementiert werden koénnte.
Hierbei gelten folgenden Annahmen:
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Das Symbol unter dem Kopf auf Band 1 und Band 3 ist “#” wenn das erste mal in den Zustand
qor4, gewechselt wird.

In Zustand go74, wird auf Band 1 und Band 3 stets weiterhin “#” geschrieben, deshalb werden
diese Binder in der folgenden Befehlstafel vernachléssigt.

Das Nebenrechnungsband (DTM Band 4) ist gefiillt mit Blank Symbolen (OJ).

Der Kopf auf Band 2 befindet sich am linkesten bit des bindrkodierten x Wertes.

Kopf- Kopft-
Zustand | B2 B-2 bewegung B-4 B-4 bewegung néchster
Read Write B2 Read Write B4 Zustand
4274, 0 0 — O 0 — 4274,
4274, 1 1 — 0 1 — G274,
4274, # # - U U — qor4,

Auch die restlichen, oben aufgezeigten, Aktionen kénnen auf dhnliche Weise umgesetzt werden, sodass
die Zustandsmenge Q274 aus 27 Einzelzustinden besteht. Somit ist auch ersichtlich, dass jeder RM-
Befehl mit einer endlichen Menge an DTM-Zustédnden verwirklicht werden kann.

4.1.2 Simulation DTM auf RM

Bei der Simulation einer DTM durch eine RM stellt sich zunéichst die Frage wie die Bander dargestellt
werden. Folgend werden 2 Ldsungsvarianten vorgestellt.

4.1.2.1 Variante 1

Bei dieser Variante wird fiir jedes Bandfeld ein Register verwendet, startend bei 1 (die ersten Register
r1...79 werden als Arbeitsregister frei gehalten). Zu beachten ist auch, dass das Bandalphabet der
DTM in die natiirlichen Zahlen kodiert werden muss. Weiters gilt folgendes:

Die Bandfelder werden numeriert: ..., F o, F 1, Fy, Fi1, F5, ...

Die Kopfposition wird in r; festgehalten, der Inhalt des Bandfeldes, auf das der Zeiger zeigt, ist
dementsprechend in 7, .

Der aktuelle Zustand wird in ro festgehalten. Weiters ist zu beachten, dass die Zustdnde der
simulierten DTM zuné&chst in natiirliche Zahlen kodiert werden miissen, da die Register der RM
natiirliche Zahlen speichern.

Die Umrechnung Bandfeld auf Register geschieht wie folgt: F_x — rig4ok, Fo — 7m0, Fx —
T1042k—1, somit alternieren die Felder mit positivem(ungerade Register) und negativem(gerade
Register) Index.

Im Registerprogramm miissen jetzt mehrere Fallunterscheidungen getroffen werden um fiir die
korrekte Navigation auf dem simulierten Turingmaschinenband zu sorgen. Es muss ein A gesetzt
werden, da aufeinanderfolgende Bandindizes, abgebildet in Registern, nicht direkte Nachbarn
sind. Wenn man sich auf dem Band nach Rechts bewegen mdochte, setzt man A = 2, ansonsten
A=-2
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e Nachdem nun bekannt ist, in welche Richtung man den Kopf bewegen mdchte, sorgt der folgende
Code fiir die korrekte Berechnung der Kopfposition.
IF r1 mod 2=1 THEN ri=ri;+A ELSE ri=ri-A
IF ry=8 THEN r;=11 ELSEIF r;=9 THEN r1=10
Hierbei wird in der ersten Zeile die neue Kopfposition gesetzt, je nachdem ob man sich zur Zeit
auf einer negativen oder positiven (inklusive des Index 0) Kopfposition befindet. Die zweite Zeile
kiilmmert sich um die Navigation von Index 0 zu Index 1 und umgekehrt. (Beispiel: Befindet
man sich auf Positon 0 (Registerindex 10) und will sich zur Position 1 (Registerindex 11), also
nach Rechts, bewegen, so wird in der ersten Zeile der Wert von r; auf 8 gesetzt. Die zweite Zeile
korrigiert diesen Wert auf den Index 11.)

e Die Werte fiir A,ry und r,, miissen daher bei jedem Zustandsiibergang der simulierten DTM
iiber IF-Tabellen bestimmt werden.

e Ein Nachteil bei dieser Variante ist die Notwendigkeit der indirekten Adressierung.

Der Programmablauf konnte dann folgenderweise geschehen:
Init :
position =3 (rq
zustand = qy  (r2 = 0)
Loop :
IF zustand == gy AND bandg == by THEN
zustand = q; (ra = 1)
bandg = b; (xrl = j)
position = position +1 (ry =r; + 1)
IF zustand == g1 AND bandq == b THEN

= 3)
=0

4.1.2.2 Variante 2

Alternativ kann man auch 2 Stacks verwenden, die den Bandinhalt links und rechts vom Kopf darstellen
und in jeweils einem Register gespeichert werden. Dies wird ermdglicht durch die Eigenschaft der RM-
Register unendlich grofse Werte speichern zu koénnen, wodurch es moglich ist einen Stack kodiert in
einem Register zu speichern. Das Bandalphabet wird dabei bindr kodiert. Die RM benétigt nur vier
Register:

e Stack L in rj3 ist der Bandinhalt links vom Kopf
e Stack R in ry ist der Bandinhalt rechts vom Kopf
e Symbol unter dem Kopf wird in ry festgehalten.
e Der aktuelle Zustand wird in r; festgehalten.
Bei der DTM Konfiguration B, ... 8pqag - . . o, sind die Register wie folgt befiillt:

o 73 =P+ B+ L]+ ...+ B+ L™
ra=ai+ag* ||+ ... +ay=*|0|" !
T2 = Qg n=q
Wobei |I'| den ndtigen Offset liefert, sodass sich die gespeicherten Werte nicht iiberschneiden.
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(Beispiel: Direkt links vom Kopf befindet sich der Wert 3 und eins weiter links der Wert 1.
Speichert man nun sdmtliche Werte binarkodiert, so wire der Inhalt des Registers r3 1101.)

e Wandert der Kopf nun nach Rechts, &ndert sich der Inhalt von r3: r3 = r3 || + ro;re =
rqamod |I'f; rqg =y div ||
Ins Register r3 wird sozusagen der Wert der aktuellen Kopfposition “gepusht” wihrend vom
Register r4 das neue Symbol unter dem Kopf "gepopt” wird.

e Wandert der Kopf nun nach Links, &ndert sich der Inhalt von 74, analog zu obrigem Beispiel:

rg =714 % ||+ 1r2; ro = rgmod |['|; r3 =r3 div ||

Der folgende RM Programmcode gibt an wie die Zustandsiibergénge realisiert werden.
Loop:

IF i =q A rg=ay THEN 11 =¢}; ro = af;MoveR;

ELSE IF 71 =q2 A ro = ag THEN 71 = ¢); 79 = oy;MoveL;

ELSE IF 71 =g¢3 A ro =g THEN 7 = ¢5; 72 = a5;MoveL;

ELSE IF ...

ELSE GOTO Rejected

IF r1 =qp1 V...V 11 = qpr THEN GOTO ACCEPTED;
GOTO Loop

Beachtenswert bei dieser Variante ist auch die Tatsache, dass hier nicht auf indirekte Adressierung
zuriickgegriffen wurde. Dies erinnert an die Tatsache, dass eine RM mit indirekter Adressierung gleich
méchtig ist wie ohne.

4.1.3 Kosten der Simulation

Bei einer RM mit Komplexitéit Tz (n) folgt fiir T7(n) der dquivalenten DTM

Tr(n) = O (T (n))
Bei einer DTM mit Komplexitét T (n) folgt fiir Tr(n) der simulierenden RM

Te(n) = O (T3(m)

4.2 Sprachprobleme

4.2.1 Problemarten

o Konstruktionsprobleme
Zu einer bestimmten Eingabe, soll mithilfe einer Bewertungsfunktion f aus dem Ldsungsraum,
eine optimale Lésung gefunden werden.
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o [Funktionsberechnungen
Zu einer bestimmten Eingabe x, soll mithilfe einer Berechnungsfunktion f(x) eine eindeutige
Lésung generiert werden.

e FEntscheidungsprobleme
Zu einer bestimmten Eingabe, soll »JA« oder »NEIN« zuriickgegeben werden. In der theoreti-
schen Informatik haben die Entscheidungsprobleme die grofte Bedeutung, da viele Problemstel-
lungen darauf reduziert werden konnen. Dabei ist zu beachten, dass die Eingabecodierung ein
Teil der Problemdefinition ist.

4.2.2 Formale Sprachen

Eine Formale Sprache ist die Menge von Worten, welche aus den Symbolen eines Alphabets aufgebaut
werden konnen. Ein Alphabet ist definiert als ein Zeichenvorrat. Jedes Entscheidungsproblem lasst
sich als formale Sprachen darstellen. Hierbei wird untersucht, ob ein gegebenes Wort in der jeweiligen
Sprachen liegt oder nicht. Die Entscheidungsgrenze der Sprache kann durch ein TM-Programm definiert
werden.

4.2.3 Chomsky-Hierarchie

Die Chomsky-Hierarchie ist ein hierarchischen Schema formaler Sprachen. Es teilt formale Sprachen
beziiglich ihrer Grammatik ein. Grammatiken, welche formale Sprache erzeugen, kénnen in vier Typen
eingeteilt werden, je nach dem, welchen Einschridnkungen deren Produktion unterliegt.

Definition 4.1 (Grammatik). Eine formale Grammatik ist ein 4-Tupel der Form G = (S, P,V,%).
e S € N, Startsymbol
o P: (V¥\¥*) = V* | Regelmenge
o V =%YUN, Vokabular bestehend aus Terminalen und Nichtterminalen
e X €V, Menge der Terminale (endliches Alphabet)

Aus S und der Regelmenge P werden neue Zeichenfolgen erzeugt. Es kénnen nur Nichtterminalsymbole
N mit Hilfe von P abgeleitet werden. Im Folgenden werden wir Nichiterminale durch Grofibuchstaben,
Terminale durch Kleinbuchstaben kennzeichnen.

",

{ A7 Kontextsensitiv ™.

- -

|/ Kontextfrei |
*, I'-__ | z"'-.-- - _--\-""«.\ | __." A

"

- E

/
-, *\-Q\ | /::/ -
H'““-q."\-i' \ ".s.':-"--"'-'

e,

( Regular |

Abbildung 4.2: Chomsky-Hierarchie

44



4.2. SPRACHPROBLEME

Grammatiktyp Regelformat Beispiele Automat
Typ0 a—p: | |
Rekursiv (aufzihlbare) ABC —= Da Turing-Maschine
a,pEV
Sprachen
Typ 1 a—pB:lal =|Bl, cAc — cbAbc
YP linear beschrankte TM
Kontextsensitive Sprachen a,BEV cAB — cBA
Typ 2 a—f:lal < |Bl, § —aBC
YP Kellerautomat
Kontextfreie Sprachen aEN,pEV S—a

a—>p:lal<[Bl,

aEN,BEV N—aN
Tvo 3 -bB,bE ¥ Rechte Seite
yp P 2 beinhaltet genau ~ €ndlicher Automat
Regulire Sprachen (linksregular)
ein Terminal und
P=Bb, bE 3 ein Nichtterminal
(rechtsregulér)

Typ-0 Sprachen sind Sprachen, welche nur von einer Turing-Maschine entschieden werden kdnnen.
Eine Sprache von Typ-0 ist in ihrer Produktion uneingeschrinkt, je héher die Stufe wird, desto
mehr Einschrikungen kommen hinzu. Das bedeutet, eine Typ-0 Grammatik kann auch Typ-1
Sprachen und alle dariiber erzeugen.

Typ-1 Grammatiken oder auch Kontextsensitive Grammatiken haben die zusétzliche Einschra-
kung, dass der rechte Teil der Produktion mindestens gleich lang ist, wie der Linke. Auch diese
Sprachen kénnen nur mit Turingmaschinen erkannt werden.

Typ-2 Typ-2 oder auch Kontexifreie Sprachen kénnen von Kellerautomaten erkannt werden,
dabei handelt es sich um einen endlichen Automaten welcher mittels push und pop Zugriff auf
einen Stack hat.

Typ-3 oder auch regqulire Grammatiken sind definiert als Grammatiken deren rechte Seite der
Produktion genau ein Terminal und ein Nichtterminal beinhaltet. Es existieren zwei Arten von
Typ-3 Grammatiken, linksreguére und rechtsregulére, diese beiden Typen unterscheiden sich
darin, ob das Terminal oder das Nichttermial zuerst auftritt. Reguldre Sprachen sind genau jene
Sprachen welche von endlichen Automaten erkannt werden kénnen.

4.2.4 Typen von Automaten

Der Zusammenhang zwischen Maschinenmodellen und den Sprachen der Chomsky-Hierarchie lasst
sich anhand der Datenstruktur Stapel (Stack) veranschaulichen. Jedes der drei genannten Maschinen-
modelle lisst sich als endlicher Zustandsautomat (FSM) welcher auf Stapeln operiert darstellen. Bei
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der Turingmaschine wird das Band an der Stelle der Kopf-Position durchtrennt, wodurch zwei Sta-
pel (rechter Bandteil, linker Bandteil) entstehen. Durch Einschrinkung der moglichen Operationen auf
den Stapeln lassen sich die weniger méchtigen Modelle Kellerautomat und endlicher Automat erzeugen
(der linke Stapel dient hier jeweils als Eingabe zum Programmstart). Dieser Zusammenhang wird hier
graphisch veranschaulicht:

POP POP TURINGMASCHINE
J PUSH I\H/ PUSH Eine Turingmaschine kann jede beliebige formale Sprache

prifen. (Typ 0, Typ1, Typ2, Typ3)

POP.. .lesen
PUSH. . .schreiben

PR 5

Beispiel Typ 1/0:
linker Bandteil rechter Bandteil L = COUNT3 — {anbncn’n 2 1}

POP P

PO
L) [ l KELLERAUTOMAT

Ein Kellerautomat kann folgende formale Sprache priifen:
Typ2, Typ3

Beispiel Typ 2:
L = COUNT2 = {a"b"|n > 1}

PALINDROME

linker Bandteil rechter Bandteil

POP
ENDLICHER AUTOMAT

Ein endlicher Automat kann folgende formale Sprache
priifen:

Typ3

FSM

Beispiel Typ 3:
RegEx

4.2.5 Turing-Berechenbarkeit

Typ-0 Sprachen der Chomsky-Hierarchie konnen weiter in rekursive und rekursiv aufzdhlbare Sprachen
unterteilt werden.

Rekursiv aufzéhlbare Sprachen sind definiert als die Menge der Sprachen L, fiir die eine Turingmaschine
entscheiden kann ob ein gegebenes Wort in dieser Sprache liegt. Das bedeutet, die Turingmaschine hélt
in einem Haltezustand, genau dann wenn das Eingabewort w in L liegt. Es ist jedoch nicht garantiert
dass die TM halt wenn das Wort w nicht in der Sprache liegt.
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Satz 4.3. Eine Sprache L C X * wird von einer DTM akzeptiert, gdw. 3 DTM T : w € L < fr(w) =
JA

Rekursive Sprachen sind definiert als die Menge der Sprachen, fiir die eine Turingmaschine entscheiden
kann ob ein gegebenes Wort in dieser Sprache liegt oder nicht. Im Gegensatz zu rekursiv aufzéhlbaren
Sprachen wird eine Entscheidung in endlicher Zeit berechnet.

Satz 4.4. Fine Sprache L C ¥* wird von einer DTM entschieden, gdw. 3 DTM T :w € L < fr(w)
—JAANwé L fr(w) = NEIN

4.3 Die Zeit-Komplexitatsklasse DTIME

Definition 4.2. DTIME(t(n)) ist die Menge aller Sprachen, die von einer O(t(n))-zeitbeschrainkten
deterministischen Turingmaschine entschieden werden kdnnen.

DTIME(t(n)) = {A C X* | ADTMT : fr = fa ATr(n) = O(t(n))}

4.4 Die Klasse P

Definition 4.3. Die Klasse P ist die Menge aller Sprachen, die von einer deterministischen Turing-
maschine in polynomieller Zeit entschieden werden konnen.

P =) DTIME(n")
keN

Oder einfacher: Die Menge aller Sprachen, die von einer polynomiell zeitbeschrinkten DTM entschieden
werden konnen. Die Komplexititsklassen sind zwar iiber die TM definiert, dennoch sind sie anhand
der erweiterten Church’schen These, unabhingig vom Maschinenmodell. Dies bedeutet, sobald die
Sprache mit einer polynomiell zeitbeschriankten DTM bewiesenermafen entschieden werden kann, gilt
dieses auch fiir jedes beliebig andere Maschinenmodell. Algorithmen, welche Teil dieser Klasse P sind,
werden effizient bezeichnet. Die Komplexititsklasse P gilt als Klasse der effizient 16sbaren Probleme
bzw. Sprachen.

4.5 Problembeispiele

4.5.1 REACH

Sobald ein konkreter Algorithmus mit polynomiell beschrinkter Laufzeit zu einem vorhandenen Pro-
blem gefunden wird, kann dieses Problem der Klasse P zugeordnet werden. Ein Beispielalgorithmus,
welcher das Graph-FErreichbarkeitsproblem in polynomieller Laufzeit entscheidet, wurde bereits in Ka-
pitel 1.1 inklusive Beweis vorgestellt. Somit gilt REACH € P.
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4.5.2 RELPRIME

Gegeben: 2 Zahlen z,y
Gesucht: Haben z und y einen gemeinsamen Primfaktor?

Definition 4.4. RELPRINE — {(x,y) | Pk >2 € N: k|z V k|y}

Pseudocode:

function RELPRIME(x,y):
a = GGT(x,y)
Wenn a ==
THEN RELPRIM
Sonst

THEN NICHT

function GGT(x,y):
solange y >0

r=x mod y

Mittels Euklid’schen Algorithmus wird der grofte gemeinsame Teiler der Eingabewerte x und y be-
rechnet und falls dieser gleich 1 ist, sind die beiden Werte x, y teilerfremd und somit relativ prim
zueinander. Ansonsten wurde ein Teiler > 1 gefunden und somit sind z,y nicht teilerfremd.

Nun soll anhand des Algorithmus die Zugehorigkeit zur Klasse P gezeigt werden. Dazu muss die Ein-
gabecodierung einer Turingmaschine in Form einer bindren Darstellung beachtet werden. Eine Dezi-
malzahl n verfiigt somit iiber eine Komplexitdt von 2" und um eine polynomielle Laufzeit zu erhalten,
diirfen nur logarithmisch viele Schleifendurchldufe ausgefiihrt werden. Da die Anzahl der Schleifen-
durchléufe von beiden Inputgrofen z,y abhingt, darf diese nicht grofer als L(max(z,y)) sein.

Die Funktion RELPRIME(x,y) verfiigt, abgesehen vom Aufruf der Funktion GGT(x,y), iiber eine kon-
stante Zeitkomplexitdt und erfiillt somit die Bedingung einer polynomiellen Laufzeit, sofern auch
GGT(x,y) diese erfiillt. Bei jedem Schleifendurchlauf der Funktion GGT(x,y) wird der Rest r von x,y
berechnet. Die Grofenabhingigkeit von r kann durch 2 Mdéglichkeiten beschrieben werden:

L. 3>y:
r=x mody=r<y<3
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2. $<y:
r=z mody=z—-y<3

Der Abbruch der Schleife bei maximalen Schleifendurchldufen erfolgt, wenn x = y = 1. Dieses wird
nach k Schleifendurchléufen erreicht, wobei sich k aufgrund von r < £ auf 2¥ = max(z, y) beschrénkt.
Dadurch werden maximal L(maxz(z,y)) Schleifendurchlaufe ausgefiihrt, wodurch das Programm poly-
nomiell zeitbeschrankt ist.

4.5.3 CVP (Circuit Value Problem)

Jede Boolsche Funktion lisst sich als Baum darstellen. Wobei Variablen und Boolsche Operatoren die
Knoten belegen, welche unter Beriicksichtung der Klammernsetzung miteinander verkniipft werden.
Verkniipfungen zweier Variablen (A, V) verfligen iiber zwei Eingéinge und einen Ausgang, im Gegen-
satz zu Verknpiifungen einzelner Variablen (=), welche {iber einen einzelnen Ein- und Ausgang verfiigen.
Anhand des Baumes, kann bei jeglicher gegebener Variablenbelegung das Problem effizient, also in P,
beantworet werden. Zu beachten ist, dass dies nur fiir eine konkrete gegebene Variablenbelegung gilt
und nicht fiir das Finden einer solchen Belegung.

Gegegen: Boolscher Schaltkreis €', Eingangsbelegung x
Gesucht: Liefert der (einzige) Ausgang von C eine 17

Definition 4.5. ¢vP = {(C,z) | C(z) = 1}

Beim Circuit Value Problem soll zu einem gegeben Boolschen Schaltkreis C' mit einer Eingangsbele-
gung x entschieden werden, ob dieser einen Ausgang von 1 liefert. Wobei zu beachten ist, dass die
Kodierung von C' keine Makrobildung oder rekursive Definition zuldsst.

Beispiel 4.1

Gegeben sei die Boolsche Funktion
C($1,$2,l‘3) = (1’3 A ﬂ((fl?l V xg) A (—|l’1 V —|m2)) V ($2 A 5133)),

mit Eingabe x1, x9, z3 € {0, 1}. Der Boolsche Schaltkreis der diese Funktion realisiert ist in Abbildung
4.3 dargestellt.

4.5.4 PRIMES

Das Problem PRIMES entscheidet fiir eine gegebene Zahl x, ob diese eine Primzahl ist. Erst im Jahr
2004 konnte gezeigt werden, dass dieses Problem in der Klasse P liegt.!

! Agrawal, Kayal und Saxena, »Primes in P«.
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y

T

A

x1

Abbildung 4.3: Boolscher Schaltkreis

4.5.5 Probleme (wahrscheinlich) nicht mehr in P

Diverse Probleme kénnen bisher weder der Klasse P zugeordnet werden, noch kann ausgeschlossen
werden, dass sie darin liegen. Da bisher noch kein Algorithmus in polynomiell beschrinkter Laufzeit
gefunden wurde, nimmt man jedoch an, dass sie aufterhalb der Klasse P liegen. Beispiele dafiir wéren:

1. Hat Graph G einen Hamilton-Kreis?

AN

/

\

x2

x3

2. Hat die Zahl z einen Teiler kleiner als y?

3. Hat Graph G eine Clique der Grobe k7

Allerdings ist Beispielsweise das Problem, ob ein Graph eine Clique der Gréfe 4 hat, in der Klasse P,
da ein festes k = 4 gewiihlt wurde und dadurch die Anzahl der mdglichen Cliquen mit (")) = O(m?)

beschrankt ist.
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5 Nichtdeterminismus

Florian Burgstaller, Andreas Derler, Gabriel Schanner

5.1 Motivation

Von sehr vielen Problemen ist nicht bekannt, ob sie in polynomieller Zeit (bzw. effizient) lésbar sind.
Relevante Probleme dieser Art wéren zum Beispiel das Traveling Salesman Problem (TSP) und das
Erfiillbarkeitsproblem von Boolschen Funktionen (SAT). Mit nur einer kleinen Erweiterung des Maschi-
nenmodells kénnen nun allerdings polynomielle Algorithmen gefunden werden. Diese Erweiterung des
Maschinenmodells entspricht der nichtdeterministischen Turingmaschine.

5.2 Nichtdeterminismus

Analog zur deterministischen Turingmaschine (DTM), bei welcher ein Programm einem determi-
nistischen endlichen Automaten entspricht, gleicht bei einer Nichtdeterministischen Turingmaschine
(NTM) das Programm einem nicht — deterministischen endlichen Automaten. Diese unterscheiden
sich durch die Anzahl der Zustandsiiberginge pro Symbol. Ein deterministischer endlicher Automat
verfiigt in jedem Zustand {iber maximal einen Zustandsiibergang pro Symbol. Hingegen kann ein nicht-
deterministischer endlicher Automat in jedem Zustand iiber mehrere Zustandsiibergéinge pro Symbol
verfiigen.

5.2.1 Nichtdeterministische Turingmaschine
Definition 5.1. Eine Nichtdeterministische Turingmaschine (NTM) ist ein Tupel T = (Q, %, T, 0, g0, 0, F)
dessen Komponenten wie fir eine DTM definiert sind, mit Ausnahme von

0:QxT—=PQXT x{+,—,—=}).

Wobei P(-) die Potenzmenge bezeichnet (siehe Kapitel 0.1). Anstatt eindeutig einen néchsten Schritt
zu definieren, reprisentiert d(g,b) nun die Menge der nunmehr maglichen nachsten Schritte. Dies hat
zur Folge, dass die Konfigurationsrelation ? erweitert wird und dadurch die Konfigurationenfolge zu

einem Berechnungsbaum wird.
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KAPITEL 5. NICHTDETERMINISMUS

Alternative 1 Alternative k

Die Konfigurationenfolge einer NTM wird zu einem
Berechnungsbaum, wobei die Nichtdeterministische
Turingmaschine nun, wie ein allwissendes Orakel,
bei jeder Abzweigung immer den »richtigen« Pfad
des Baumes wahlt.

M M
Abbildung 5.1: Berechnungsbaum NTM

5.2.2 Entscheidungsprobleme

Die algorithmische Leistung der NTM besteht darin, am Ende des Pfades zu akzeptieren oder zu
verwerfen. Eine NTM, die eine Sprache entscheidet, hat ausschlieflich Pfade die akzeptieren oder
verwerfen (keine die divergieren). Die Entscheidung der NTM heifst » JA«, falls es zumindest einen
akzeptierenden Pfad gibt. Die Entscheidung der NTM heifst » NEIN«, wenn es keinen akzeptierenden
Pfad gibt. Daher kommt es zu einer Asymmetrie zwischen JA und NEIN.

5.2.3 Laufzeitmessung einer NTM

Definition 5.2. Sei T eine NTM die eine Sprache entscheidet. Die Laufzeit t7 von T ist die mazimal
auftretende Tiefe aller Pfade durch den Berechnungsbaum von T .

Somit beziehen sich die Zeitkosten einer NTM stets auf die maximale Tiefe aller Pfade des Berech-
nungsbaumes. Daher wird die Laufzeit stets anhand des lingsten Pfades (akzeptierend oder nicht)
gemessen, auch wenn es davor schon akzeptierende Berechnungspfade gibt.

5.3 Die Klasse NP

5.3.1 GUESS & CHECK

Fiir viele Algorithmen ist es nicht bekannt, ob eine Losung effizient berechenbar ist, jedoch ist es oft
trivial fiir eine gegebene Losung zu entscheiden ob sie korrekt ist oder nicht. Eine nichtdeterministische
Turingmaschine arbeitet also nach dem sogenannten GUESS & CHECK Prinzip. Es wird nichtdeter-
ministisch eine Losung geraten (GUESS), welche dann durch eine deterministische Turingmaschine
verifiziert wird (CHECK). Den Vorgang des Uberpriifens einer Losung nennt man auch Verifizierung.
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Definition 5.3 (Verifizierer). Ein Verifizierer fiir eine Sprache L ist ein Turingmaschine T , wobei
L={weX*|3ceX*: T akzeptiert < w,c >}. c wird als Zertifikat oder Zeuge bezeichnet und wird
als Zusatzinformation benutzt um w zu verifizieren (es wird untersucht ob w in L liegt). Der Zeitbedarf
der Turingmaschine L wird in Abhdngigkeit von w berechnet.

5.3.2 Beispiel: Traveling Salesman Problem

Gegeben ist eine Liste von Stddten und die Kosten, von einer Stadt zu einer Anderen zu reisen. Es
soll berechnet werden, ob eine Reise, in der jede Stadt genau ein mal besucht wird, fiir ein gegebenes
Budget moglich ist. Dabei wird ersichtlich, dass zwar keine bekannte effiziente Losung fiir TSP existiert,
jedoch das iiberpriifen einer bekannten Lésung trivial ist.

Idee: Nichtdeterministische Auswahl von Stddten und anschliefende iiberpriifung durch einen Ve-
rifizierer.

1. Nichtdeterministische Auswahl von Stddten. (Es wird eine mogliche Abfolge geraten) Die Stadte
werden in der angenommenen Reihenfolge auf Band 2 geschrieben.

2. Berechnung der Kosten, der Rundreise auf Band 2.
3. Wenn die berechneten Kosten im Budget liegen, wird akzeptiert, sonst verworfen.

Zustandiibergang der NTM aus Schritt 1:

d: (Q4,#) Suche die nichste Stadt, und kopiere diese auf Band 2.

Nach Beedigung von Schritt 1, befindet sich auf Band 2 eine Auswahl von n Stadten, diese kann im
Bezug auf das Inputband in polynomieller Zeit verifiziert werden, da sich jede Stadt genau ein mal auf
dem Band befindet und lediglich tiberpriift werden muss ob jede Stadt besucht wurde und die Summe
der Kosten im Budget liegt.

5.3.3 Die Klasse NP

Im vorigen Beispiel wurde gezeigt, dass TSP in polinomieller Zeit verifiziert werden kann. Ein poly-
nomieller Verifizierer kann nur auf Zertifikaten mit polynomieller Lange zugreifen (in w), da dies die
maximale Zeitgrenze ist. Daraus lasst sich folgende Definition ableiten

Definition 5.4 (Die Komplexititsklasse NP). NP ist die Klasse der Sprachen, welche in polynomieller
Zeit verifiziert werden kénnen.
Eine alternative Definition ist iiber die Klasse NTIME mdoglich

Definition 5.5 (Die Komplexitéatsklasse NTIME). NTIME(t(n)) ist die Menge aller Sprachen die von
einer O(t(n))-zeitbeschrankten NTM entschieden werden konnen.

NTIME(t(n)) = {A C S* | ANTM T : fr = fa ATr(n) = O(t(n))
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Die Klasse NP ist dann die Menge aller Sprachen, die von einer NTM in polynomieller Zeit entschieden
werden koénnen.
NP = |_J NTIME(nF)
keN

Es kann gezeigt werden, dass eine NTM in exponentieller Zeit (vielleicht schneller?) und in quadrati-
schem Platz simuliert werden kann. Die Berechnungsstérke bleibt unveréndert, da eine NTM sich auf
einer D'TM simulieren lasst.

5.3.4 Beispiel CLIQUE

Um zu zeigen, dass ein Problem in NP liegt, kannn eine polynomielle NTM welche das Problem 16st,
angegeben werden. (Alternativ kann auch ein polynomieller Verifizierer welcher das Problem {iberpriift,
konstruiert werden.)

geg: ungerichteter Graph G = (V, E), Zahl k

V= {Ul, V2,V3, ..., Um}

E = {(Uh’UiQ)? }

ges: existiert im Graphen G eine Clique der grofse k?

Beweis:

Die Turingmaschine 7 berechnet mit dem Input folgende Schritte:

1. Entscheide nichtdeterminisch, welche & Knoten aus G ausgewihlt werden.
2. Uberpriife ob die ausgewiihlten Knoten, alle in G enthalten und miteinander verbunden sind.
3. Wenn ja, wird akzeptiert, sonst verworfen.

Alternativer Beweisansatz:

Wie man sieht, ist der erste Schritt, eine nichtdeterminische Entscheidung, Schritt 2 und 3 dagegen,
kénnen deterministisch berechnet werden. Deshalb kénnte man den Output der NTM aus Schritt 1, als
Zertifikat benutzen und dieses von einer DTM (Uberpriifung von Schritt 2 und 3) verifizieren lassen.

5.4 Das P vs. NP Problem

Eines der nach wie vor grofiten ungeldsten Probleme der theorethischen Informatik ist die Frage ob
P = NP. Zur ndheren Betrachtung der Relation von P und NP folgt nun eine kurze Zusammenfassung
der Klassen P und NP, wobei »effizient« gleichgesetzt werden kann mit »in polynomieller Zeit«.

e P beschreibt die Klasse von Sprachen die effizient entschieden werden konnen.
e NP beschreibt die Klasse von Sprachen die effizient wverifiziert werden kénnen.

Hierbei ist zu beachten, dass die polynomielle Verifizierbarkeit ein scheinbar mdchtigeres Konzept ist,
als die polynomielle Entscheidbarkeit. Wiirde nur fiir ein NP-vollstdndiges Problem ein polynomieller
Algorithmus entdeckt werden, so hétte dies zur Folge, dass alle in NP enthaltenen Probleme in poly-
nomieller Zeit lésbar wéren, womit P = NP gelten wiirde (siche Kapitel 8). Jedoch ist bis heute sowohl
P = NP als auch P # NP unbewiesen.
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5.4.1 Hinweise auf P # NP

Obwohl es zur Zeit nicht mdglich erscheint den mathematischen Beweis zu erbringen, wird generell
angenommen dass P # NP. Fiir viele Probleme in NP wird seit Jahrhunderten erfolglos nach effi-
zienten Algorithmen gesucht. Weiters wiirde P = NP zu Konsequenzen fithren, von denen ebenfalls
angenommen wird, dass sie unwahrscheinlich sind.(z.B.: NP = CoNP). Somit kann davon ausgegangen
werden, dass, wenn ein Problem als NP-vollstdndig bewiesen wird, es fiir die Losung (Entscheidung)
dieses Problems keinen polynomiellen Algorithmus gibt.

Ein Beweis P # NP hitte kaum Auswirkungen, da man jetzt schon davon ausgeht. Falls jedoch
bewiesen werden konnte, dass P = NP, hitte dies weitreichende Folgen. Zum Beispiel:

e Viele Algorithmen, z.B. in der Kryptographie, vertrauen auf P % NP. Diese wiren nun nicht
mehr sicher.

e Viele mathematische Beweise wiren plotzlich einfach berechenbar, da sich ein Beweis oft in P
verifizieren lésst.

5.5 CoP und CoNP

Die Klassen CoP und CoNP beschreiben die komplementéren Klassen zu P bzw. NP. Wir schreiben das
Komplement einer Sprache L als L. L ist die Sprache die durch Komplementbildung von L entsteht,
d.h. die Menge aller Worter die nicht in L liegen. Wéhrend angenommen wird, dass NP # CoNP, so
ist P abgeschlossen gegeniiber dem Komplement. Dies bedeutet, dass, wenn L in P liegt, so liegt auch
Lin P.

5.5.1 Beweis CoP =P

Gegeben sei die Sprache L € P und die DTM T, die L entscheidet. Nun simuliere man die DTM T
mit einer zweiten DTM 77. Die DTM 7’ wird adaptiert, sodass jeder akzeptierende Zustand von T
ein verwerfender Zustand in 7 ist. Analog dazu ist jeder verwefende Zustand in 7 ein akzeptierender
Zustand in 7’. Damit existiert eine DTM, die zu jeder Sprache in P das Komplementirproblem in
CoP entscheidet. Da der Zeitverlust fiir diese Adaptierung konstant ist, liegen 7 und 7 in derselben
Komplexitatsklasse.

Fiir NTM ist der Beweis in dieser Form wegen der Asymmetrie zwischen Akzeptieren und Verwerfen
nicht moglich. Wiirde eine NTM jeden verwerfenden Zustand einer anderen NTM akzeptieren bzw.
jeden akzeptierenden Zustand der anderen NTM verwerfen, so wiirde, aufgrund der Definition einer
NTM, diese NTM beim ersten verwerfenden Zustand der komplementiren NTM sofort akzeptieren
und somit die anderen Pfade vernachlissigen.

95






6 Strukturelle Komplexitatstheorie

Dominik Hirner, Philipp Kober

In der Komplexitatstheorie betrachtet man Probleme, welche in endlicher Zeit berechnet werden kon-
nen. Bisher haben wir uns mit einigen Komplexititsklassen auseinander gesetzt, fiir diese aber noch
keine Einteilung getroffen. Dies geschieht im folgenden Kapitel.

Problemen (Sprachen) werden anhand gemeinsamer Komplexitédtseigenschaften (Platz- und Zeitkom-
plexitét, da Platz und Zeit die wichtigste Ressource eines Algorithmus darstellen) in sogenannte Kom-
plexititsklassen eingeteilt. Durch diese Kategorisierung hofft man, Erkenntnisse iiber die prinzipielle
Natur der Komplexitéit zu erlangen, um daraus wiederum effizientere Algorithmen oder Beweise {iber
prinzipielle Schranken der Effizienz zu gewinnen.

6.1 Platz- und Zeitkomplexitat

6.1.1 DSPACE, NSPACE

DSPACE ist die Menge der Sprachen, welche von einer O(s(n))-platzbeschrinkten deterministischen
Turingmaschine entschieden werden kann. Analog dazu ist NSPACE die Menge der Sprachen, wel-
che von einer O(s(n))-platzbeschréankten nichi-deterministischen Turingmaschine entschieden werden
kann. Die formale Definition lautet:

DSPACE(s(n)) = {A C=* | IDIMT : fr = fa A St(n) = O(s(n))}
NSPACE(s(n)) = {A CX* | INTMT : fr = fa A S7(n) = O(s(n))}

6.1.2 DTIME, NTIME

DTIME ist die Menge der Sprachen, welche von einer O(f(n))-zeitbeschrinkten deterministischen Tu-
ringmaschine entschieden werden kann. Analog dazu ist NTIME die Menge der Sprachen, welche von
einer O(f(n))-zeitbeschrankten nichi-deterministischen Turingmaschine entschieden werden kann. Die
formale Definition lautet:

DTIME(f(n)) = {ACS* | IDIMT : fr = fa ATr(n) = O(f(n))}
NTIME(f(n)) = {A C ¥* | NTM T : fr = fa ATr(n) = O(f(n))}
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6.2 Platz- und Zeitkomplexitatsklassen

Abhénging von der Funktion, beziiglich derer ein Sprache zeit- bzw. platzbeschrinkt ist, gibt es noch
weitere Einteilungen in Klassen. Sprachen konnen aufgrund ihrer Zeit- und Platzkomplexitdtsklassen
wie folgt eingeteilt werden.

6.2.1 Platzkomplexititsklassen

Deterministische Platzkomplexitétsklassen:

e L = DSPACE(logn)
L ist die Menge der Sprachen, die von einer deterministischen Turingmaschine auf logarithmi-
schem Platz entschieden werden kann.

e PSPACE = |J DSPACE(nk)
keN

€
PSPACE ist die Menge der Sprachen, die von einer deterministischen Turingmaschine auf poly-
nomiellem Platz entschieden werden kann.

e EXPSPACE = |J DSPACE(2"")
keN
EXPSPACE ist die Menge der Sprachen, die von einer deterministischen Turingmaschine auf

exponentiellem Platz entschieden werden kann.

Nichtdeterministische Platzkomplexititsklassen:

e NL = NSPACE(logn)

Gleich wie L, nur dass es von einer nichtdeterministischen Turingmaschine entschieden wird.

e NPSPACE = |J NSPACE(n*)
keN
Gleich wie PSPACE, nur dass es von einer nichtdeterministischen Turingmaschine entschieden

wird.

e NEXPSPACE = |J NSPACE(2"")
keN
Gleich wie EXPSPACE, nur dass es von einer nichtdeterministischen Turingmaschine entschieden

wird.
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6.2.2 Zeitkomplexititsklassen

Deterministische Zeitkomplexitatsklassen:

e P = |J DTIME(nF)
keN
P ist die Menge der Sprachen, die von einer deterministischen Turingmaschine in polynomieller

Zeit entschieden werden kann.

e EXP = |J DTIME(2"")
keN
EXP ist die Menge der Sprachen, die von einer deterministischen Turingmaschine in exponenti-

eller Zeit entschieden werden kann.

Nichtdeterministische Zeitkomplexitiatsklassen:

e NP = |J NTIME(n¥)
keN
NP ist die Menge der Sprachen, die von einer nichtdeterministischen Turingmaschine in polyno-

mieller Zeit entschieden werden kann.

e NEXP = |J NTIME(2"")
keN
NEXP ist die Menge der Sprachen, die von einer nichtdeterministischen Turingmaschine in ex-

ponentieller Zeit entschieden werden kann.

6.3 Klassenstruktur

Zwischen diesen einzelnen Komplexitatsklassen existieren oft Zusammenhénge beziiglich Mengeninklu-
sion. Wir werden nun die Komplexititsklassen anhand folgender Gesichtspunkte genauer betrachten:

6.3.1 DTM ist Spezialfall der NTM

Eine NTM, bei der nichtdeterministisch’ nur ein Weg gewhalt werden kann, entspricht genau einer
DTM. Daher ist die DTM nur ein Spezialfall der NTM und folgende Beziehungen sind trivial:

LcNL PSPACE C NPSPACE EXPSPACE C NEXPSPACE
P C NP EXP Cc NEXP
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6.3.2 Zeit beschrankt Platz

Sei T eine f(n)-zeitbeschrankte TM, d.h. 7 hélt nach f(n) Zeitschritten und hat dabei maximal
s(n) = f(n) Bandquadrate besucht. Sei 7’ eine durch das selbe s(n) platzbeschrinkte TM. 7 kann
jedoch auf diesen s(n) Bandquadraten mehr als nur f(n) Zeitschritte brauchen, indem einfach Platz
wiederverwendet wird (z.B. mehrmaliges hin und her zwischen zwei Bandquadraten). Man sagt auch,
dass Platz 'méchtiger’ ist als Zeit. Es folgt:

DTIME(f(n)) C DSPACE(f(n))

NTIME(f(n)) C NSPACE(f(n))

Daher gilt:
P c PSPACE NP c NPSPACE
EXP c EXPSPACE NEXP ¢ NEXPSPACE

6.3.3 Platz beschrinkt Zeit - Konfigurationenanzahl

Sei T eine s(n)-platzbeschrankre TM. Der maximale Zeitbedarf dieser Maschine entspricht der Anzahl
aller moglichen Konfigurationen, da ein maximaler Berechnungspfad alle Konfigurationen genau einmal
besucht und dann hélt (sonst Endlosschleife):

Q| - |T| = 20(f(n))

Es folgt:

D/NSPACE(f(n)) C D/NTIME(2°U(™))

Daher gilt:

L/NL C P/NP PSPACE/NPSPACE C EXP/NEXP
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6.3.4 Zeit- und Platz-Hierarchiesatze

Die Hierarchiesétze formalisieren eine intuitive Annahme iibe Turingmaschinen: Eine TM, welcher mehr
Ressourcen (Zeit und Platz) zur Verfiigung gestellt werden, kann auch mehr Sprachen entscheiden.
Formal geschrieben lautet der Satz:

Fiir jede (zeit/platz-konstruierbare) Funktion f : N — N existiert eine Sprache A, die in O(f(n))
Zeit /Platz entscheidbar ist aber nicht in o(f(n)) Zeit/Platz.

Aus diesem Satz ergeben sich nun folgende Relationen:

L C PSPACE C EXPSPACE NL C NPSPACE C NEXPSPACE
P C EXP NP C NEXP

Bemerkung: Hier haben wir nun echte Teilmengen Beziehungen, was gut ist um genauere Aussagen
iiber die Komplexitatsklassen zu treffen, da Mengen eben nicht mehr gleich sein kénnen und man somit
bessere Finschriankungen fiir Probleme machen kann.

Hier sei auch erwihnt, dass die Hierarchiesétze lediglich Aussagen iiber gleiche Modelle mit gleichen
Ressourcen getroffen wird (also zum Beispiel Zeit auf einer DTM). Es wird keine Aussagen zu Relatio-
nen zwischen Maschinenmodellen oder zwischen Ressourcen getroffen. Solche Aussagen kénnen aber
auch getroffen werden, zum Beispiel mit dem Satz von Savitch.

6.3.5 Satz von Savitch

In Kapitel 5.4 haben wir festgestellt, dass die Zeit-Komplexititsklasse NP vermutlich méchtiger ist als
P. Fiir die Platz-Komplexitat gilt dies nicht, hier bringt der Nichtdeterminismus kaum Vorteile. Der
Satz von Savitch besagt, dass sich eine NTM auf einer DTM mit nur quadratischem Platz-Mehraufwand
simulieren lasst und gilt als eines der wichtigsten Resultate fiir die Platzkomplexitit. Das heifst:

Fiir jede Funktion s : N — R™, wobei s(n) > n, gilt
NSPACE(s(n)) € DSPACE(s%(n))
Aus diesem Satz und der Tatsache, dass DTM Spezialfall von NTM, folgt nun:

NPSPACE = |J NSPACE(n*) = |J DSPACE(n?) = PSPACE
keN keN
NEXPSPACE = |J NSPACE(2"") = |J DSPACE(2"") = EXPSPACE

keN keN
Savitch

NL = NSPACE(log n)”"=""NSPACE(log?n) # L !

! Aus dem Satz von Savitch folgt nicht NL = L. Der genaue Zusammenhang zwischen L, NL und P ist bisher unbekannt.
Bewiesen werden konnte bisher nur L. C NL C P.
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6.4 Beweis Satz von Savitch

6.4.1 CANYIELD

Wir wollen diesen Satz nun beweisen, indem wir eine quadratisch-platzbeschrinkte(O(f(n)?)) DTM
bauen die eine f(n)-platzbeschréinkte NTM simuliert. Voriiberlegungen:

e Wenn Platz O(f(n)) (Anzahl der Bandquadrate), dann ist Zeit ¢ O(2/(")-beschrinkt (=Anzahl
der moglichen Zusténde)
#Konfigurationen® = |Q| x L[/ => 0(2/™)

e Einfachster Ansatz: Alle Pfade der NTM Aufzihlen kostet O(2/() Platz
e Konfiguration einer TM benétigt O(|Q| + f(n)) = O(f(n)) Platz
e Alle Konfiguration aufzéhlen ist Platz-méfig viel billiger

Beweisidee:

Wir 16sen das Yieldability Problem und beweisen somit den Satz von Savitch. Das Yieldability Problem
besagt: Kann eine Turingmaschine von einer Konfiguration (hier k) zu einer anderen Konfiguration
(hier k2) in t Schritten kommen? Die Funktion CANY IELD(k1, ko, t) entscheidet eben genau dieses
Problem (gibt ja aus, wenn Konfiguration x1 der TM zu kg in t Schritten erreichbar, nein wenn nicht in
t Schritten erreichbar). Wir miissen also eine Version von CANYIELD finden, welche O(f%(n)) Platz
lauft.

6.4.2 Canyield Algorithmus

In den folgenden Punkten wird der Canyield Algorithmus, welcher zum Beweis vom Satz von Savitch
dient textuell bescrieben: Der Ansatz beruht auf den Divide and Conquer Prinzip

1. Wenn ¢ = 1 (also ein Schritt) teste ob k1 = ko, oder ob kg in einem Schritt von k1 aus erreicht
werden kann. Berichte ‘ja’ wenn beides zutrifft, sonst ‘nein’

2. Wenn ¢ > 1 dann iteriere {iber alle mdglichen Konfiguration k,, mit Platzbedarf f(n)

3. Rufe CANYIELD k1, km, §) auf
4. Rufe CANYIELD(kpm, k2, %) auf
3. Wenn beide Aufrufe ‘ja’ ergaben, gib ‘ja’ aus

6. Wenn noch keine Ausgabe, gib ‘nein’ aus

Die Rekursionstiefe des Algorithmus ist logarithmisch beziiglich der Anzahl der Schritte t, daher
kommit:

log O(2/™)) = O(f(n))

Da in jeder Rekursion die Konfiguration einer TM (O(f(n)) siehe oben) braucht der Algorithmus einen
Platzbedarf von: O(f(n))* O(f(n)) = O(f?(n))! Dies erfiillt unsere vorher definierten Anforderungen,
also eine NTM durch eine DTM mit dem Aufruf CANY IELD(Kstart, Kaccept 2f (")) simuliert werden.
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6.5 Veranschaulichung Klassenstruktur

C Zeit-/Platz- Hierarchie-

satz
EXPSPACE
=NEXPSPACE
T C NTM umfasst DTM
»
,'lg St <Tr
PSPACE
=NPSPACE Satz von Savitch:
NSPACE(f) C DSPACE(f?)
T T P PP P PRI, NL ?Konﬁgurationenanzahl:

NSPACE(s(n)) <
< DTIME(2°¢(m))

Abbildung 6.1: Veranschaulichung der Beziehungen zwischen den Komplexititsklassen

Wir haben nun schon einige Aussagen beziiglich der Komplexitatsklassen getroffen und koénnen da-
mit schon einige Inklusionen von hiufig verwendeten Klassen treffen:

PC NP EXPCNEXP

DTM ist Spezialfall der NTM (NTM allgemeiner als DTM)

PC EXP,NPC NEXP,L C PSPACE C EXPSPACE,NL C NPSPACE C NEXPSPACE

Hierarchiesédtze (mehr Ressourcen mehr Sprachen entscheiden)

P C PSPACE,NPC NPSPACE

Platzkomplexitit < Zeitkomplexitat
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Die néchste Grafik zeigt die Inklusionen (und die Begriindung) aller besprochener Komplexitétsklas-
sen:

EXPSPACE o

EXPTlME
- PSPACE
[/ 7/
[ VA

/

\= //

Abbildung 6.2: Inklusionen der Komplexitétsklassen

Bemerkung: Die hier angefiihrte Graphik wire ein besonderer Fall der Hierarchierelationen. Da wir bei
diesen Relationen kleiner-gleich Beziehungen haben, kann es sein, dass sich manche Klassen iiberdecken,
oder im worst case alle Klassen gleich grof sind (und sich somit iiberdecken).

6.6 Zusammenhang Zeitkomplexitit und Platzkomplexitat

Bei Komplexitatsbetrachtungen ist es wichtig, sich den Zusammenhang von Zeit und Platz einmal
genauer anzuschauen. Bei einem Algorithmus kann die Zeitkomplexitat niemals kleiner (max. gleich)
der Platzkomplexitét sein, da man fiir das schreiben in ein Bandquadrat einen Rechenschritt braucht.
Trotzdem ist Platz eine méchtigere Ressource, da man ihn 6fters verwenden kann. Aber auch der Platz
beeinflusst die Zeit. Hier nehmen wir das Beispiel einer k-Band TM und einer 1-Band TM her. Bei
einer k-Band TM kénnen in jedem Schritt k Bander beschrieben werden, wihrend bei der 1-Band TM
eben in jedem Schritt nur ein Bandquadrat beschrieben werden kann. Wie bereits erwidhnt kann eine
k-Band TM auf einer 1-Band TM in O(t(n)?) Zeit simuliert werden.
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7 Reduktion

Sebastian Hrauda, Mattias Rauter

Die Idee einer Reduktion ist das Losen eines neuen Problems mit Hilfe einer bereits bekannten Lésung
fir ein anderes Problem. Hierzu wird eine Probleminstanz des ersten Problems in eine Probleminstanz
des zweiten Problems iibersetzt. Daher kénnen Reduktionen auch dazu verwendet werden um die Be-
ziehung zwischen Problemen zu verstehen ohne auf ein Maschinenmodell zuriickgreifen zu missen.

Algorithmus far A

X y = A(x Algorithmus A
—» R _‘ e [

"einfach”

bekannt

Abbildung 7.1: Veranschaulichung Reduktionsprinzip

Seien zwei Probleme (A und B), deren Eingabeworte z (fiir A) und y (fiir B) und ein Algorithmus, der
B 16st, gegeben. Es wird eine Reduktion R gesucht, die x in eine giiltige Eingabe von B transformiert
(y = R(x) ), sodass der gegebenen Algorithmus auf y angesetzt A(z) 16st.

R(z) wird »Reduktion von A nach B« genannt.

Wie sieht nun R(x) aus?
Wieviele Ressourcen braucht die Reduktion?

Beispiel 7.1

Fin Beispiel aus der Mathematik:

Ein sehr effizienter Algorithmus fiir die Matrixinversion sei vorhanden. Matrixmultiplikationen und
lineare Gleichungssysteme kénnen durch Reduktion auf die Matrix-Inversion gelost werden.
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KAPITEL 7. REDUKTION

Es gibt verschiedene Arten von Reduktionen - in dieser Vorlesung werden nur Mapping- Reduktion bzw.
Beschrinkte Reduktion behandelt.

Definition 7.1 (Mapping-Reduktion). Eine Sprache A ist mapping (many-one) reduzierbar auf B
genau dann, wenn eine berechenbare Funktion R : ¥* — X* existiert, sodass Yw € A:

w e A<= R(w) € B.

Es wird also die Probleminstanz von A auf die Probleminstanz von B gemapped.

Um Reduktion sinnvoll auf Komplexititsklassen anzuwenden, wird Zeit- und Platzbedarf der Reduk-
tionsfunktion R eingeschrénkt.

Definition 7.2 (Polynomiell zeitbeschrinkte Reduktion). Eine Sprache A muss mittels einer Reduk-

tionsfunktion R auf eine Sprache B in polynomieller Zeit reduziert werden kinnen.

A<p B

Es kénnen also Zeitklassen ab P untersucht werden. Es gilt: R € P.

Definition 7.3 (Logarithmisch platzbeschrankte Reduktion). Eine Sprache A wird mittels Redukti-
onsfunktion R auf eine Sprache B reduziert. Dabei muss R auf logarithmischen Platz berechnet werden
konnen.

A<, B

Hier sind Zeitklassen ab P und Platzklassen ab L. untersuchbar, denn es gilt: R € L C P.
R € L ist also notwendig, wenn feiner abgestuft werden soll.

Reduktionen (auch polynomiell zeitbeschrinkte und logarithmisch platzbeschrinkte) sind transitiv,
d.h. wenn A <,,, B und B <,,, C gilt, so gilt auch A <,,, C.

7.1 Boolsche Schaltkreise

Unter einem Boolschen Schaltkreisen versteht man die Ansammlung von Logikgattern (UND/AND,
ODER/OR, NICHT/NOT) g¢; mit Eingéngen x;, die durch Leitungen verbunden sind. Zyklen sind
nicht erlaubt, d.h. es darf kein Ausgang mit einem FEingang eines zuvor vorkommenden Bausteins
verbunden sein.
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7.1. BOOLSCHE SCHALTKREISE

| | | Ausgang

— /\ V4

[ [ ] [ ] Eingang
NICHT UND ODER

Abbildung 7.2: Darstellung der Logikgatter

Ein Beispiel fiir einen boolschen Schaltkreis sieht wie folgt aus:

Beispiel 7.2

y = (mx1 Axa) V 23

1 2 3

Abbildung 7.3: Beispiel eines boolschen Schaltkreises

7.1.1 Probleme im Zusammenhang mit boolschen Schaltkreisen

Im Zusammenhang mit boolschen Schaltkreisen sind viele wichtige Probleme definiert. Ein Problem,
das in P liegt, sowie zwei in NP liegende Probleme, werden im folgenden vorgestellt.

Problem in P:

e CIRCUIT-VALUE
Gegeben ist ein boolscher Schaltkreis (siehe Kapitel 4.5.3) eine Eingabe z7...x; - zu berechnen
ist die Ausgabe y.

Probleme in NP:

e CIRCUIT-SAT
Gesucht ist eine Belegung fiir z;...z; fiir die y wahr (true) wird.
CIRCUIT-SAT wird auch »Schaltkreis-Erfiillbarkeits-Problem« genannt.
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e 3SAT
Gesucht ist eine Belegung fiir x;...x; flir einen Boolschen Ausdruck in konjunktiver Normalform
(KNF) mit genau 8 Variablen pro Disjunktionsterm.

7.2 Reduktionsbeispiele

7.2.1 REACH < CIRCUIT-VALUE

e REACH (= Grapherreichbarkeit)
— Gegeben: Graph G = (V, E) mit n Knoten und zwei gew#hlte Knoten s,¢

— Frage: Existiert ein Weg von s nach ¢t innerhalb des Graphen G7

e CIRCUIT-VALUE (= Schaltkreisberechnung)

— Gegeben: Bool’scher Schaltkreis C' mit A, V, = Gattern, sowie eine Belegung der
Eingabe-Variablen x1 ... %y, z; € {0,1}.

— Frage: Ist die gegebene Belegung x; ... x,, eine erfiillende Belegung, sodass
Czr...xm) =17

Reduktion

e Idee:
Ein bool’scher Schaltkreis C' wird konstruiert, der den Graphen G kodiert, sodass C' genau dann
1 ausgibt wenn ein Weg von Knoten s nach t fiihrt.

e Eigenschaften des Reduktionsalgorithmus:

— Die Reduktion fithrt den Input (G) der den Graphen G reprisentiert in eine Reprasentation
des Schaltkreises C iiber.

— Wir nehmen an dass G in Form der Adjazenzmatrix fiir den Graphen gegeben ist, d.h.
(G) = (a11,a12, . .., Q1n, G21, . . ., Apy). Wobel a;; = 1, wenn eine Kante vom Konten ¢ nach
Konten j existiert, andernfalls a;; = 0.

— Ergebnis des Schaltkreises ist genau dann 1, wenn ein Weg von s nach ¢ existiert.

— Die Konstruktion des Schaltkreises muss in logarithmischen Raum passieren.
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Konstruktion von C:

Fiir die Konstruktion des Schaltkreises C verwenden wir direkt die Formulierung der Graph-Erreichbarkeit
mittels der transitiven Hiille (siehe Kapitel 0.4.2). Diese lasst sich in einen bool’schen Ausdruck umfor-
men und daher 13sst sich der Schaltkreis durch verschalten von bool’schen Variablen realisieren. Wie
in Kapitel 1.1 gezeigt wurde ist das Entscheidungsproblem der Erreichbarkeit dquivalent zur Frage ob
die Transitive Hiille existiert, d.h. s — ¢t. Wir realisieren den Schaltkreis der diese Frage entscheidet

1%
durch Verschalten folgender Hilfsvariablen:

L. gijr (mit 1 <4,5 <n,0 <k < n)soll genau dann 1 (= true) sein, wenn in G ein Weg von
i nach j existiert, der nur iiber Knoten < k l4uft. Der Konten k& muss also nicht (kann aber)
durchwandert werden.

2. hijp (mit 1 < 4,5,k < n ) soll genau dann 1 (=true) sein, wenn in G' ein Weg von i nach j
existiert, der keine Knoten > k hat und durch den Knoten k gehen muss.
hij k hi j 1 entsprechen AND-Gatter mit zwei Eingdngen.

® G;kk—1 it wahr wenn es einen Weg von i nach k

®
gibt, der keinen Konten > k hat.
® gk jk—1 ist wahr wenn es einen Weg von k nach
j gibt, der keinen Konten > k hat.
Sind beide Eingénge 1 (=true), evaluiert h; ;i zu 1
g:k gk.k (=true) sonst zu 0.
j.l ! '1 .ljr '1

Bijk Lo
9i,j . entsprechen OR-Gatter mit zwei Eingéngen.

o
® gijk—1 ist wahr wenn es einen Weg von i nach j
gibt, der keinen Konten > k hat.
e h; ;) ist wahr wenn es einen Weg von i nach j
gibt, der den Konten k enthilt.
® ®

h Ist jetzt einer der beiden Eingéinge 1 (= true), evaluiert
Bijk-1 Ljk gijk zu 1 (=true) sonst zu 0.

Wenn k = 0, so gibt es auf dieser Ebene nur g; j o Gatter, welche den Bldttern im Graphen entsprechen.
Anders gesagt sind das die Input-Gatter, welche genau dann 1 (= true) ergeben, wenn die Indizes i
und j gleich sind oder wenn es zwischen den Knoten ¢ und j eine Kanten oder einen Weg gibt. D.h.:

gijo = true & i =35 V (i,j)€FE
Diese Input-Gatter entsprechen genau den Elementen der Adjazenzmatrix a;; des Graphen G.

Die Ausgabe des Schaltkreises ist durch das Gatter gy, gegeben. Durch vollstdndige Induktion iiber
k kann nun bewiesen werden, dass gs;, — 1 (=true), wenn es einen Weg von s nach t gibt.

69



KAPITEL 7. REDUKTION

Beweis
Es sei V; = {1...k} die Menge der Knoten mit Index < k, mit Vj = {}. Dann gilt

*

. * . . . .
gijk = true < 1 73 und somit gijn = true < 1 7]
k
Beweis durch vollstdndige Induktion:
e Basis: £ = 0, folgt direkt aus der Definition von g; o v/

e Schritt: k—1—= k&

. * * .
hijk = Gikk—1 N Gkjh—1=t——k N k——]
Vk—l Vk‘—l

Da nun h; ;. laut Induktionsvoraussetzung definiert, folgt:

Gijk = Gijk—1 V hi,j,k = Z%j V <Z %k Ak L>j>
Vi1 Vi1 Vi1

i ” J
Damit folgt die Aussage.

Raumbedarf

Das Erstellen dieses Graphes wird induktiv {iber die Variable k durchgefiihrt. Die erstellende Turing-
Maschine muss nur drei zusétzliche Zdhler (0 < 4,7,k < n) speichern. Jeder dieser Zahlen kann dabei
maximal n grof werden. Somit ergibt sich ein Raumbedarf von O = (3 log n) = O (log n). Somit hat
man eine LOGSPACE Reduktion von REACH auf CIRCUIT-VALUE.

7.2.2 CIRCUIT-VALUE <, CIRCUIT-SAT

Das CIRCUIT-VALUE Problem ist recht trivial auf CIRCUIT-SAT reduzierbar, da es sich hierbei nur um
Spezialfille von CIRCUIT-SAT Problem handelt.

Reduktion durch Verallgemeinerung:

Der einzige Unterschied zwischen den zwei Problemen besteht darin, dass CIRCUIT-SAT nicht konstante
Eingaben von 0 oder 1 entgegen nimmt, sondern diese durche zy, ..., x, Variablen ersetzt werden. Die
Frage erweitert sich dahingehend ob es eine Belegung der Variablen z1, ..., x, gibt, welche den Schalt-
kreis erfiillen. Wenn nun eine beliebige Belegung ausgesucht wird und sie den Variablen zugeordnet
wird, erhdlt man so ein CIRCUIT-VALUE Problem. Dieser Reduktionsbeweis ldsst sich nur in eine Rich-
tung CIRCUIT-VALUE <[ CIRCUIT-SAT druchfithren. Doch hierbei wird gar kein Aufwand ben6tigt um
die Reduktion durchzufiihren, denn die Reduktionsfunktion entspricht der Identitétsabbildung.
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7.2.3 CIRCUIT-SAT <, 3SAT

Auf den ersten Blick scheint ein beliebiger Schaltkreis viel machtiger zu sein als ein Schaltkreis in 3SAT
Form. Daher wiirde man erwarten, dass CIRCUIT-SAT viel mehr Sprachen entscheiden kann als 3SAT.
Uberraschenderweise, kann man aber durch Reduktion zeigen, dass beide gleich miichtig sind.

3SAT <1, CIRCUIT-SAT ist trivial zu sehen, da 3SAT ja ein Spezialfall von CIRCUIT-SAT ist (Reduktion
durch Verallgemeinerung). Es gilt jedoch auch die andere Richtung: CIRCUIT-SAT <;, 3SAT.

Beweis

Die Gatter werden zur Eingabe hinzugefiigt. Die Ergebnisse der Gatter (= Ausgénge) werden nicht-
deterministisch mitgeraten und jeweils in eine eigene Gatter-Variable gespeichert. Zusétzliche Klauseln
garantieren dann die Richtigkeit des Schaltkreises. Diese Klauseln sind in konjunktiver Normalform
gegeben.

Erstelle R(C) in 3-KNF in L mit der Eigenschaft:
Sei C ein Schaltkreis. Besitzt C eine erfiillende Belegung, so besitzt auch R(C) eine erfiillende Belegung,
wobei beide Belegungen komplett identisch sind.

Konstruktion

R(C) enthélt alle Variablen xy,...,x, aus C und fiir jedes Gatter von C wird eine eigene Varia-
ble g (=Gatter Variablen) eingefiihrt. Die Variablen g représentiert die Ausgabe des Gatters (true,
false,A\, V, ). Fiir jedes Gatter von C fligen wir bestimmte Klauseln in R(C) ein, um g in Abhéngigkeit
von Gattertyp und Eingabe einzustellen.

Der 3SAT Schaltkreis tiberpriift dann lediglich, ob die geratenen Gatter-Ausgaben auch wirklich einer
giiltigen Berechnung durch den Schaltkreis C entsprechen. Fiir jede geratene Belegung werden folgende
Regeln (= Klauseln) eingefiigt, um eine KNF zu erzeugen: '

Gatter Klausel in KNF Erlduterung

g = true g Klausel wahr

g = false —g Klausel falsch

g = —h (-gV-h)A(gVh) KNF fiir g & —h
g=x (gV—=x)A(—-gVXx) KNF fiir g <«
g=hvf (-hvg)A(-fVvg A(hVIV-g) KNF firg< hV f
g=hnf (=gVh)A(—-gVE)A(-hV-fVg) KNF fir g< h A f

Das Aquivalenzzeichen kann durch folgende Regel in KNF gebracht werden: A — B <# AV B

Die Regeln fiir alle Gatter von C werden UND-verkniipft und bilden das Ergebnis der Reduktion.
Der gesamte Ausdruck ist in KNF und es werden maximal 3 Literale pro Klausel verwendet. Daher
lassen sie sich in einem 3SAT Schaltkreis darstellen. In einem Schaltkreis mit weniger als 3 Literalen
pro Klausel ist dies nicht moglich.

'Hasso-Plattner-Institut Komplexititstheorie (SS 2010) Reduktion und Vollstéindigkeit 2/3 Prof. Dr. Christoph Meinel
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Raumbedarf

Fir jedes der n Gatter muss im Zwischenspeicher eine Gattervariable angelegt werden. Daher kann
R(C) auf logarithmischen Platz (log(n)) berechnet werden.

Beispiel 7 ,
] | . | |
AT

Abbildung 7.4: Beispiel einer Reduktion von CURCUIT-SAT auf 3SAT

Durch die bereits erwdhnte Transitivitdt der Reduktion gilt:
REACH <7, CIRCUIT-VALUE <j, CIRCUIT-SAT <j, 3SAT
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8 Vollstandigkeit

Michaela Heschl, Dominik Ziegler

Im Allgemeinen betrachtet man ein Problem als vollstindig gegeniiber einer Komplexitatsklasse, wenn
es kein anderes Problem, welches bewiesenermafken in dieser Klasse ist, gibt, das schwerer zu berechnen
ist, und dieses Problem aufierdem in der Klasse enthalten ist. Wie schwer eine Klasse zu berechnen ist,
wird also ausschlieklich durch die in ihr enthaltenen Probleme angegeben. Mit Hilfe von vollstindigen
Problemen kann man nun also die Aquivalenz von Klassen, die sich in ihrer Definition unterscheiden,
beweisen.

Definition 8.1 (C-Vollstandigkeit). Sei C eine Komplexititsklasse (2.B.: P, NP, ...). Fine Sprache A
heifit C-vollstindig, wenn sie C-schwer ist und in C liegt.

A ist C-vollstandiy <— Ae€C ANVLeC: L<p A

In jeder Komplexitétsklasse C kann man nach C-vollstdndigen Sprachen suchen. Diese Sprachen bilden
die Klasse der schwersten Sprachen innerhalb der Klasse.

8.1 Schwere

Lassen sich alle Sprachen aus einer Komplexitétsklasse C auf eine bestimmte Sprache (effizient) redu-
zieren, dann ist diese Sprache gleich schwer oder schwerer zu entscheiden, wie jede andere Sprache aus
C. Diese Sprachen werden C-schwer genannt.

Definition 8.2 (C-Schwere). Sei C eine Komplexitatsklasse (z.B.: P, NP, ...). Eine Sprache A heifit
C-schwer, wenn alle Sprachen L € C auf A reduziert werden kénnen.

A ist C-schwer <— VLeC(C: L<, A

In der deutschsprachigen Literatur wird auch hiufig der Begriff Harte (direkte Ubersetzung vom Eng-
lisch hardness) als Synonym verwendet.

8.1.1 P-Schwere

Um zu beweisen, dass ein Problem P-Schwer ist, muss laut Definition 8.2 fiir jede Sprache L € P
gezeigt werden, dass L das Problem entscheidet und L unter logarithmischem' Platzbedarf auf das
Problem reduziert werden kann.

'Formal gesehen reicht poly. Zeitaufwand um P-Vollstéindigkeit zu zeigen
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8.1.1.1 CIRCUIT-VALUE ist P-schwer

Satz 8.1. CIRCUIT-VALUE ist P-schwer.

VL € P: L <y, CIRCUIT-VALUE

Hier muss eine Aussage iiber alle Algorithmen in P getroffen werden. Um solch eine Aussage zu treffen
nehmen wir den Umweg iiber die Turingmaschine. Wir zeigen, dass fiir jede beliebige poly. zeitbe-
schrinkte TM 7T ein Aquivalenter Schaltkreis existiert, der genau dann wahr ausgibt, wenn die T
akzeptiert.

Beweisidee

Damit Satz 8.1 gilt, also CIRCUIT-VALUE P schwer ist, muss gezeigt werden, dass fiir jede Sprache
L € P ein Schaltkreis konstruiert werden kann der L entscheidet. In Folge muss also eine DTM Tr,
existieren die L in polynomieller Zeit entscheidet. Der erzeugte Schaltkreis soll schlieflich genau dann
wahr ausgeben, wenn 7T, akzeptiert.?

Beweis

Sei w € L die Eingabe fiir 77, mit |w| = n und Ty, n*-zeitbeschrinkt, mit konstantem k. Wir benutzen
die Berechnungstabellen-Methode um die Konstruktion des Schaltkreises zu zeigen. Die Berechung von
T, wird als eine n* x nF-Tabelle C' mit Feldern Cij dargestellt.3 Die Zeilen beschreiben jeweils einen
Berechnungsschritt und die Spalten entsprechen einem Bandquadrat. Dies ist mglich, da die Zeit den
Platz bescherdnkt.

Um den Beweis leichter fiihren zu kénnen werden einige Einschréinkungen getroffen. Wichtig hierbei ist,
dass keine dieser Beschréankungen die Berechnungsstérke der Maschine mindert, oder die Kompexitét
wesentlich vergrofert:

e Wir betrachten lediglich die 1-Band TM, 77, = (Q, %, T, 4, g0, O, F).
e Die TM hélt nach maximal n* — 2 Schritten.

e Hilt die Maschine nach weniger als n¥ — 2 Schritten, werden {iberzihlige Zeilen der Tabelle mit
Kopien der letzten Iteration aufgefiillt.

e Die TM startet auf dem ersten Symbol der Eingabe.
e Der Lesekopf besucht nie die erste Spalte. (Randsymbol: )
e Die TM hélt stets auf dem ersten Bandquadrat.

e Die Felder der Berechnungstabelle fiir i = 0, j = 0 bis j = n* — 1 sind a priori bekannt.
(Randsymbol > - Eingabe - Rest aufgefiillt mit [J)

e Am Ende der Berechnung steht der Lesekopf auf dem Element ¢,r_1 ;.

2Papadimitriou, Computational Complezity, S. 165-172.
3Indizes werden hier von 0 weg gezihlt
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Um eine Reduktion durchzufiihren, muss eine Codierung der Kopfposition und des Zustandes erstellt
werden. Hierfiir gilt:

e cjj=osfliroel, sc@ < Der Kopfder TM befindet sich zum Zeitpunkt ¢ iiber dem
Symbol in Spalte j und die TM befindet sich im Zustand s.

e Das Alphabet der Berechnungstabelle wird definiert als ¢;; € I' U {os|oc € I', s € Q}.
e Eine Berechnungstabelle heilst akzeptierend, falls gilt: ¢ x_;, =05, o€l, seF.

e Es gilt: Eine TM akzeptiert genau dann, wenn die zugehdrige Berechnungstabelle akzeptiert.

Beispiel 8.1

Beispiel einer Berechnungstabelle mit Eingabe 0110

> 05 1 1 0 o oo oo

> O 1, 1 0 o oo oo

> O 1 1y O o oo oo

> O 1 1 0o 0O 0O O O O
Voriiberlegungen:
Per Definition kann sich maximal das linke, rechte Citjt Civj Citjn
oder aktuelle Bandquadrat &ndern. Das bedeutet L | /
also, dass Cij nUr von ¢;—i,5-1, Ci—1,5 oder Ci—1,5+1 \\ VK,
beeinflusst werden kann (siehe Abb: 8.1). Das Feld )
¢i; dndert sicht dabei nur, wenn eines der Vorginger

den Zustand der Maschine kodiert.
Abbildung 8.1: Abhéngigkeit von c¢;;

Da das Alphabet der Tabelle eine endliche Menge ist, lassen sich alle Felder binér (mit konstanter
Bitzahl m) kodieren. Daraus lésst sich eine bindre Tabelle mit Eintrdgen s;; erstellen, wobei gilt:
Sijl - - - Sijm kodiert Cij -

Analog zu ¢;; héngt jeder Eintrag s;;; von 3xm Vorgénger-Eingéngen ab. Diese beschreiben die Uberfiih-
rungsfunktion der TM. Mittels m boolschen Funktionen Fi, ..., F, lassen sich nun die Abhéngigkeiten
fiir jedes s;j; beschreiben.

Darstellung:

Mittels oben genannten Voriiberlegungen, lassen sich nun folgende Sachverhalte darbieten:
® S = Fl<3i—1,j—1,h cee s Si—1j—1my Si—1,4,1y -+ 5 Si—1jms -+ 5 Si—1,j+1,1, 8z‘—1,j+1,m)
L] Mij = (Fl, FQ, cee Fm)
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KAPITEL 8. VOLLSTANDIGKEIT

Die Funktionen Fi, ..., F, kénnen widerum als boolscher Schaltkreis dargestellt werden. Wie genau
diese Schaltkreise realisiert werden ist fiir die Analyse unerheblich. Wichtig ist nur zu sehen, dass ihre
Grobe endlich ist und lediglich von der Gréfse des Alphabets der Berechnungstabelle abhingt. Wir
stellen den gesamten Schaltkreis der die Uberfiihrungsfunktion der TM realisiert wie in Abbildung
8.2 dar. Die Berechnungstabelle kann durch aneinandersetzten solcher Schaltkreise wie in Abb. 8.3
dargestellt realisiert werden. Jede Schicht entspricht einer Zeile der Berechnungstabelle.

N\

Abbildung 8.2: Boolscher Schaltkreis | | | | | | | |

Abbildung 8.3: Homogener Aufbau des gesamten
Schaltkreises

S S
i-1,j-1,1 i-1,j+1,m

Reduktion in L:

Durch oben durchgefiihrte Reduktion erhdlt man fiir die Eingabe w einen Schaltkreis, der die TM 77,
simuliert. Dies kann offensichtlich mit logarithmischen Platzbedarf realisiert werden, da der erzeugte
Schaltkreis einfache und wiederholende Strukturen besitzt.*

Um die erste Zeile der Berechnungstabelle zu erzeugen (= Input-Gatter), muss das Eingabewort als
Schaltkreis-Gatter kodiert auf das Band geschrieben werden. Der Rest der Tabelle wird mit [ aufge-
fiillt. Hierzu ist ein Zahler notwendig (O(log(n)) Platzbedarf).

Da die Grofse der Schaltkreise fiir die Funktionen Fj ... Fy, unabhéngig vom Input ist, kann deren
Konstruktion durch ein endliches Turingmaschinenprogramm erfolgen und benétigt daher keinen zu-
sétzlichen Platzbedarf.

Fiir den homogenen Aufbau der quadratischen Tabelle sind die zwei Laufvariablen ¢ und j notwendig.
Jeder dieser Zahler benétigt log(n*) = k - log(n) = O(log(n)) Platz.

4Sipser, Introduction to the Theory of Computation (Second Edition,).
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8.2. P-VOLLSTANDIGKEIT

8.2 P-Volistandigkeit

Definition 8.3 (P-Vollsténdigkeit). Fine Sprache A heifit P-vollstindig, wenn sie P-schwer (Reduktion
aller Sprachen € P unter logaritmischen Platzbedarf) ist und in P liegt.

A ist P-vollstindig < Ae€eP AVLeP: L<p A

8.2.1 CIRCUIT-VALUE ist P-vollstindig

Bereits in Kapitel 8.1.1.1 wurde gezeigt, dass CIRCUIT-VALUE P-schwer ist und in P liegt. Daher gilt:
Satz 8.2. CIRCUIT-VALUE isl P-vollstindig.

8.3 NP-Vollstandigkeit

Definition 8.4 (NP-Vollstindigkeit). Fine Sprache A heiffit NP-vollstandig, wenn sie NP-schwer (Re-
duktion aller Sprachen € NP in polynomieller Zeit auf A) ist und in NP liegt.

A ist NP-vollstindig <= Ae€NP ANVLeNP: L<, A

8.3.1 CIRCUIT-SAT ist NP-vollstandig

Satz 8.3 (Satz von Cook). CIRCUIT-SAT ist NP-vollstandig.

8.3.1.1 Beweis

Es ist bekannt, dass CIRCUIT-SAT in NP liegt. Folglich muss noch gezeigt werden, dass CIRCUIT-SAT
auch NP-schwer ist. Dafiir muss also ein Schaltkreis konstruiert werden der genau dann erfillbar ist,
wenn fiir jede Sprache L € NP eine akzeptierende NTM 77, existiert.

Der Schaltkreis kann durch eine Erweiterung des Schaltkreises fiir CIRCUIT-VALUE realisiert werden.
Hierzu treffen wir wieder eine Einschrankung: Es soll maximal 2 nichi-deterministische Pfade pro
Zeitschritt geben. Diese Einschrinkung wird hier zur Vereinfachung der Konstruktion getroffen. Die
Verallgemeinerung der Konstruktion fiir eine beliebige Anzahl an nicht-deterministischen Zustands-
iibergdngen ist aber problemlos moglich. In jedem Zeitschritt, d.h. in jeder Zeile der Berechnungs-
tabelle ist ein nicht-deterministischer Zustandsiibergang moglich. Welcher Pfad gewéhlt wird, wird
durch zusitzliche Inputs realisiert. Zusitzlich werden n* variable Inputs (?) aj . ..a,r zum Schaltkreis
hinzugefiigt.M;; erhdlten somit zudem den Input von a;. Das Entscheidungs-Bit a; bestimmt nicht-
deterministische die Entscheidung im Zeitschritt <.

Dies kann offensitlich in polynomieller Zeit realisiert werden: Es wurde bereits gezeigt, dass ein Schalt-
kreis in polynomieller Zeit, respektive n, erzeugt werden kann. Der Schaltkreis inklusive unseren va-
riablen Inputs n* ldsst sich somit in O(n?*) erstellen. Da der Aufbau weiterhin einfache und repetitive
Strukturen verwendet lisst sich eine obere Schranke von O(n?*) festlegen.’

SEbd.
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KAPITEL 8. VOLLSTANDIGKEIT

8.3.2 3SAT ist NP-vollstindig

Satz 8.4. 3-8AT ist NP-vollstdndig.

Folgt sofort, da bereits bekannt ist, dass 3SAT € NP und CIRCUIT-SAT <j, 3SAT.

8.4 CLIQUE

Beim Cliquenproblem handelt es sich um ein Entscheidungsproblem der Graphentheorie. Als eine
Clique wird eine Teilmenge der Knoten in einem ungerichteten Graphen bezeichnet, deren Knoten
allesamt mittels einer Kante verbunden sind (siehe Kapitel 0.4.4). Formal bedeutet das:

Definition 8.5 (CLIQUE). Gegeben: ungerichteter Graph G = (V, E) mit m Knoten, k € N.

CLIQUE = {(G,k) | G hat Clique der Grofie k}.

8.4.1 CLIQUE ist NP-vollstindig

Satz 8.5. CLIQUE ist NP-Vollstindig.

VL € NP : L <p CLIQUE

Um zu zeigen, dass CLIQUE NP-Vollstdndig ist, muss gezeigt werden, dass CLIQUE in NP liegt und
CLIQUE NP-schwer ist. Der Beweis erfolgt iiber folgende Reduktion:

3SAT <p CLIQUE
8.4.1.1 CLIQUE in NP

Um zu beweisen, dass CLIQUE € NP gilt, wird folgender Algorithmus entwickelt:

e Erzeuge eine Liste von Zahlen py, ..., k.

p; werden Nicht-deterministisch zwischen 1 und m erzeugt. (m ... Anzahl Knoten)

Uberpriife ob Wiederholungen in der Liste vorkommen, wenn ja, verwerfe.

Uberpriife, ob Liste eine Clique ist, d.h. ob Kante (pi,p;) fiir jedes Knotenpaar i, j existiert,
wenn nein verwerfe.

Akzeptiere.
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8.4. CLIQUE

8.4.1.2 CLIQUE ist NP-schwer

Beweisidee:
Wie bereits erwdhnt, erfolgt der Beweis iiber die Reduktion von 3SAT auf CLIQUE. Hierfiir muss eine
Konstruktion eines ungerichteten Graphen G = (V| E) erfolgen, der folgende Eigenschaft besitzt:

3 Clique der Groke kin G < 3-KNF Formel ¢ ist erfiillbar.

Jedes Literal a, b und ¢ der Formel ist in der Form z; oder —z;, wobei x1, ..., 2; die Variablen von ¢
reprasentieren.

Voriiberlegungen:
Die vorige Formel wird auf k Klauseln (= Grofe der k-Clique) erweitert:

e p=(a1VbiVer)A(aaVbaVea) Ao Alag Vb V)

Es gilt: ¢ ist genau dann erfiillt, wenn jede der k Klauseln erfiillt ist. Eine Klausel wiederum ist dann
erfiillt, wenn mindestens ein Literal erfiillt ist. Wenn ¢ allerdings nicht erfiillt ist, muss sie einen Wi-
derspruch enthalten, also z.B.: ;1 und —x;.

Fiir die Darstellung von ¢ in einem Graphen ist wichtig, dass jedes Literal, also a, b und ¢ durch
einen eigenen Knoten reprisentiert werden. Sobald eines der Literale erfiillt ist, soll dieses Teil der Cli-
que sein. Wenn mehrere Literale erfiillt sind, whalt man ein beliebiges aus, das dann Teil der Clique ist.

Konstruktion des Graphen:
Die Konstruktion von G wird wie folgt durchgefiihrt:

e Der Graph G hat 3 x k Knoten, entsprechend den Literalen von ¢.

e Die Knoten von G sind in k& Gruppen organisiert.

Jede Gruppe besteht aus 3 Knoten und entspricht einer Klausel.

Jedem Knoten wird ein Literal aus der entsprechen Klausel zugeordnet.

Die Kanten von G verbinden alle Knoten aufier:

— Knoten innerhalb einer Gruppe (Klausel)
— Knoten mit widersprechenden Literalen (z.B.: z1 und —xq)

Nun muss noch bewiesen werden, dass simtliche Uberlegungen und die generelle Vorgehensweise auch
korrekt sind.

79



KAPITEL 8. VOLLSTANDIGKEIT

Beweis:

e ¢ ist erfiillbar = G enthilt eine k-Clique

Da ¢ erfiillbar ist, muss zumindest ein Literal in jeder der k Klauseln wahr sein. Falls mehr
als nur ein Literal wahr ist, wird zuféllig eines davon ausgewahlt. Daraus ergibt sich, dass laut
Konstruktion von G in jeder der 3-er Gruppen von G ein Knoten gewdhlt wird. Des Weiteren
gilt, dass zwischen jedem Knotenpaar eine Kante existiert, da alle Knoten von unterschiedlichen
Gruppen stammen und eine erfiillende Variablenbelegung keinerlei Widerspriiche enthilt. Daher
enthilt G eine k-Clique.

G enthilt eine k-Clique = ¢ ist erfiillbar

Sei M eine k-Clique von G. Da in G keine Kanten innerhalb einer Gruppe existieren, gehoren
keine zwei Knoten von M zur selben Gruppe. Wahrheitswerte der Variablen von ¢ werden nun
zugewiesen, indem alle Literale die den Knoten von M entsprechen auf wahr gesetzt werden. Das
ist immer moglich, da laut Konstruktion von G widerspriichliche Zuweisungen nicht mit einer
Kante verbunden sein kénnen und daher nicht in der Clique sind. Diese Zuweisung ist erfiillend,
da sich in jeder Klausel ein erfiillendes Literal befindet. Da eine erfiillende Bedingung fiir ¢
gefunden wurde, ist ¢ erfiillbar.

Daher folgt:

CLIQUE ist NP-vollstandig

Beispiel 8.2

Folgende bool’sche Formel sei gegeben:

o= (.Tl VvV V xg) VAN (ﬁ:cl V —xo V ﬁxg) VAN (ﬁxl Va2 V 1‘2)

Wie man sieht besitzt diese KNF Formel nur zwei Variablen, ndmlich x1 und zs. Eine erfiillende
Belegung dieser beiden Variablen wire: 1 = 0 und x93 = 1. Abbildung 8.4 zeigt den entsprechenden
Graphen mit einer 3-Clique. Die Verbindung zwischen 1 und —z; wird nicht eingefiihrt, da diese sich
selbst widersprechen wiirde.

aXq A Xy A Xy

OO
X4 O O--x1

«O O

X2 X2

Abbildung 8.4: Reduktion einer 3-KNF Formel mit 3 Klauseln auf einen Graph mit einer 3-Clique
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8.5. HAMILTON-PATH

8.5 HAMILTON-PATH

Ein Hamilton-Pfad durch einen Graphen G = (V, E), ist ein Pfad zwischen einem Startknoten s und
einen Endknoten ¢ der alle Knoten von G genau einmal besucht. Das dazugehorige Entscheidungspro-
blem ist wie folgt definiert:

Definition 8.6 (HAMILTON-PATH). Gegeben: gerichteter Graph G = (V, E), s, t € V.

HAMILTON-PATH = {(G, s,t) | es existiert ein Hamilton-Pfad von s nach t in G}

8.5.1 HAMILTON-PATH ist NP-vollstandig

Satz 8.6. HAMILTON-PATH ist NP-vollstindig.

VL € NP : L <p HAMILTON-PATH
Auch hier gilt, um zu zeigen, dass HAMILTON-PATH NP-vollstindig ist, muss gezeigt werden, dass
HAMILTON-PATH inNP liegt und NP-schwer ist. Der Beweis erfolgt {iber folgende Reduktion:

3SAT <p HAMILTON-PATH

8.5.1.1 HAMILTON-PATH in NP

Um zu beweisen, dass HAMILTON-PATH € NP gilt, wird folgender Algorithmus entwickelt:
e Erzeuge eine Liste von Knoten pi, ..., pp,. (m ... Anzahl Knoten)
e Erzeuge eine Permutation der Knotenliste.

e Uberpriife, ob die Liste einen giiltigen Pfad beschreibt. D.h., ob die Kante (p;,piy1) fiir jedes
Knotenpaar 4, j existiert. Wenn nein, verwerfe.

o Akzeptiere.
8.5.1.2 HAMILTON-PATH ist NP-schwer

Beweisidee:

Der Beweis erfolgt wieder durch Reduktion von 3SAT. Um 3SAT auf das HAMILTON-PATH Problem zu
reduzieren, muss ein gerichteter Graph G = (V| F) konstruiert werden. Dieser Graph muss folgende
Eigenschaft erfiillen:

G enthélt Hamiltonpfad < 3-KNF Formel ¢ ist erfiillbar
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KAPITEL 8. VOLLSTANDIGKEIT

Fiir diese Formel ¢ gelten die gleichen Eigenschaften wie bereits bei der Reduktion von 3SAT auf
CLIQUE, d.h.: Jedes Literal a, b und ¢ der Formel ist in der Form x; oder —x;, wobei x1,...,x; die
Variablen von ¢ reprisentieren.

Voriiberlegungen:

¢ ist genau dann erfiillt, wenn jede der k Klauseln erfiillt ist. Eine Klausel wiederum ist dann erfiillt,
wenn mindestens ein Literal erfiillt ist. Jede Variable wird durch einen diamant-formigen Teilgraphen
und jede Klausel durch einen einzelnen Knoten in diesem Graph dargestellt.

\®/

Abbildung 8.5: Veranschaulichung der Reduktion von 3SAT auf HAMILTON-PATH

Konstruktion des Graphen:
Die Konstruktion von G ist in Abbildung 8.5 veranschaulicht.
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Diamant-Struktur: 2 Eingénge, 2 Ausgénge, fiir jede Variable von ¢. (l-mal Diamant-Sruktur)
Diamant-Struktur kann nur in einer Richtung durchwandert werden

Nicht-deterministische Entscheidung entspricht Variablenbelegung in Diamant-Struktur. (links
= 1, rechts = 0, 2 Entscheidungen pro Diamant)

Fiir jede Klausel ¢ wird ein weiterer Knoten g; erzeugt.

Fiir jede Verwendung der Variable in einer Klausel wird eine Abzweigung iiber den Klausel-
Knoten eingefiigt.

Abzweigung in Diamant-Struktur von rechts-nach-links, falls Literal negiert. Sonst in links-nach-
rechts Richtung.

Wenn Klausel-Knoten im Graphen besucht wurde, dann ist die Klausel erfiillt.

Wenn alle Knoten besucht wurden, dann ist ¢ erfiillt.



8.5. HAMILTON-PATH

Wie auch schon bei der Reduktion von 3SAT auf CLIQUE muss die Korrektheit bewiesen werden.

Beweis:

e ¢ ist erfiillbar = G enthilt einen Hamilton-Pfad
Die Klausel-Knoten werden zunéchst ignoriert. Jedes Diamant-Konstrukt wird nicht-deterministisch
von rechts nach links bzw. umgekehrt durchlaufen. Hier erfolgt eine wahr/falsch Zuweisung der
Variablen. Es wird so lange geraten, bis eine erfiillende Bedingung gefunden wurde. In einer erfiil-
lenden Belegung von ¢ kann nun jeder Klausel-Knoten erreicht werden. Dank der Konstruktion
von G existiert nun ein Weg von z; nach x;, der jeden Knoten genau einmal besucht. Daher
enthélt der Graph G einen Hamilton-Pfad.

e (G enthilt einen Hamilton-Pfad = ¢ ist erfiillbar
Jeder Links-Rechts-Entscheidung in den Diamanten wird die entsprechende Variablenbelegung
(wahr, falsch) zugeordnet. Die daraus entstehende Belegung erfiillt wiederum ¢, da jede Variable
belegt sein muss (sonst wiirde ein Knoten {ibersprungen werden) und ¢ keinerlei Widerspriiche
aufweisen kann, da sonst mindestens ein Klausel-Knoten nicht besucht werden kénnte. Da eine
erfiilllende Bedingung fiir ¢ gefunden wurde, ist ¢ erfiillbar.

Beispiel 8.3

Folgende bool’sche Formel sei gegeben:
¢ = (wl VxV xg) A (—\xl V —x9 V —\xg) A <—\$1 V x2 V x2>

Wie man sieht besitzt diese KNF Formel nur zwei Variablen, ndmlich x; und zs. Eine erfiillende
Belegung dieser beiden Variablen wire: 1 = 0 und z2 = 1. Abbildung 8.6 zeigt den entsprechenden
Graphen mit einem Hamilton-Pfad.

e 9
s
-

= ol - -y Y - .-
HONOROBONOBONRONO
A v 7] W B e
] 7 >
> S ~—

Abbildung 8.6: Reduktion einer 3-KNF Formel mit 3 Klauseln auf einen Graph mit Hamilton-Pfad
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KAPITEL 8. VOLLSTANDIGKEIT

8.5.2 UHAMILTON-PATH

UHAMILTON-PATH beschreibt einen Hamilton-Pfad in einem ungerichteten Graphen.

Definition 8.7 (UHAMILTON-PATH). Gegeben: ungerichteter Graph G = (V,E), s, t € V.

HAMILTON-PATH = {(G, s,t) | es existiert ein Hamilton-Pfad von s nach t in G}

Da sich HAMILTON-PATH nur auf gerichtete Graphen bezieht und ein gerichteter Graph nur ein Spezialfall
eines unterrichteten Graphen ist, gilt:

HAMILTON-PATH <p UHAMILTON-PATH

UHAMILTON-PATH kann durch einfache Modifizierungen am Graphen auf HAMILTON-PATH reduziert wer-
den:

e Variante 1: Verdndere Konstruktion der Diamanten.

e Variante 2: Ubersetzung eines gerichteten in einen unterrichteten Graphen.

3L D PO0K
i
Abbildung 8.7: Veranschaulichung der Reduktion von HAMILTON-PATH auf UHAMILTON-PATH

Um aus einem gerichteten Graphen einen ungerichteten zu erhalten, muss jeder Knoten des gerichteten
Graphen durch eine Konstruktion von 3 Knoten wie in Abbildung 8.7 ersetzt werden. Fiir diese Kon-
struktion gilt: Wird einer der Eingangsknoten besucht, muss der Pfad in G iiber den Zwischenknoten
zum Folgeknoten durchlaufen werden. Es ist ndmlich nicht méglich, dass der Pfad umkehrt und spéter
die andere Seite besucht, da:

e Entweder kann der zentrale Knoten dann nicht mehr besucht werden...
e ...oder der Pfad lduft in eine Sackgasse.

Da bei der Reduktion lediglich jeder Knoten durch diese Konstruktion ersetzt werden muss, ist sie
effizient durchfiihrbar.

8.5.3 Pfad vs. Kreis

Analog zu HAMILTON-PATH bzw. UHAMILTON-PATH gibt es HAMILTON-CIRCLE bzw. UHAMILTON-CIRCLE,
oder oft einfach HAMILTON bzw. UHAMILTON genannt. Fiir diese ist allerdings eine zusétzliche Forderung
notig:

(p1,pm) € E (damit ist die Angabe von s und t {iberfliissig).

Aus analogen Uberlegungen folgt, dass sowohl HAMILTON als auch UHAMILTON NP-Vollstindig sind.
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9 Randomisierte Algorithmen

Lukas Prokop, Jakob Hohenberger

Wir haben in den vorigen Kapiteln Probleme hinsichtlich ihrer Komplexitét betrachtet, wobei Komple-
xitdt eine Form der Beurteilung des Ressourcenverbrauchs darstellt. Genauso kénnen wir fiir gewisse
Probleme beweisen, dass es eine untere Schranke hinsichtlich des Ressourcenverbrauchs gibt. Der An-
satz der randomisierten Algorithmen sieht vor, dass wir Zufall als Teil des Prozessmodells einfiihren und
damit zu effizienteren Algorithmen gelangen, die beziiglich einer Eigenschaft (zB Exaktheit) Nachteile
aufweisen. Es handelt sich somit um einen approximativen Ansatz.

Anwendungen finden sich etwa in den Gebieten
e Kryptographie
e Maschinelles Lernen
e Neuronale Netze

e Statistische Physik

9.1 Pi Approximation

Als erstes intuitives Beispiel wollen wir uns an- Vi .\
schauen, wie wir Zufall nutzen koénnen, um die AN o
Kreiszahl 7 zu approximieren. Dazu betrachten wir al |
folgende Situation:

Gegeben sei ein Quadrat, welches einen N E Col /

Kreis mit maximaler Ausdehnung ent- i S T

hélt. Es fallen Regentropfen auf dieses ‘ a

Quadrat und treffen an einem zufélligen

Punkt d auf. Abbildung 9.1: Pi-Approximation durch Zahlen der
Regentropfen

Die Fliche des Quadrats sei mit S = a? und die des Kreises mit C' = (%)2 7 beschrieben.

C_a 7
S 4 q2
C

—4. =
T S
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KAPITEL 9. RANDOMISIERTE ALGORITHMEN

Da die Regentropfen gleichverteilt (d.h. an jedem Punkt mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreffen)
sind, ist die Anzahl der Tropfen proportional zur Fliche. Wir kénnen nun die Fldcheninhalte durch die
Anzahl der enthaltenen Tropfen ersetzen. Damit kénnen wir Pi approximieren.

Wir kénnen diese Approximation wahrscheinlichkeitstheoretisch mit einer Zufallsvariable beschrei-

ben:
1 deC
X_{O sonst
2
a®-T 0T
X:l: = —

Der Erwartungswert lasst sich als Summe der Wert-Wahrscheinlichkeits-Produkte ermitteln:

EX]=1-p(X=1)40-p(X=0) ==
——
1-p(X=1)

W

9.2 Probabilitische Turingmaschine

Bei einer Probabilistischen Turingmaschine (PTM) wird eine NTM herangezogen, welche den Zufall
statt eines Orakels zur Entscheidung des nichsten Zustandsiibergangs verwendet. Der Algorithmus
muss also einen Entscheidungspfad mit mehr als einem Zweig vorweisen, wovon dann einer der Zweige
per Zufall gewidhlt wird. Handelt es sich um einen linearen Entscheidungspfad, verhilt sich die PTM
dquivalent zu einer TM. Die Verarbeitung eines Entscheidungspfades unter Verwendung des Zufalls
bezeichnet man als Random Walk.

Es gibt auch andere Berechenbarkeitsmodelle, in denen am Band Zufallsbits liegen oder in ausgewéhlten
Zustinden das gelesene Zeichen zufillig ist.! Auf diese Modelle wird hier nicht eingegangen. Es sei
darauf hingewiesen, dass im Gegensatz zu einer NTM eine PTM wirklich implementierbar ist.

9.3 Klassifikation randomisierter Algorithmen

Man unterscheidet 2 Klassen von Algorithmen:

Las Vegas Algorithmen Darunter versteht man genau jene Algorithmen, die auf einer Probabilisti-
schen TM ausgefiihrt werden und deren Ergebnis immer korrekt ist. Lediglich ihre Ausfiihrzeit
ist zuféllig. Ein bekanntes Beispiel hierfiir ist der Quicksort-Algorithmus mit zufélligem Pivot-
Element.

Monte Carlo Algorithmen Menge jener Algorithmen, die auf einer Probabilistischen TM ausgefiihrt
werden und und deren Ergebnis falsch sein darf. Wir betrachten dabei einen einseitigen Fehler,
der false negatives erlaubt, dh. alle ,Ja“ Antworten bei einem Entscheidungsproblem sind korrekt
aber Nein“ Antworten sind richtig oder falsch.

LGill, » Computational complexity of probabilistic Turing machines«.
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L Probabilistische Turingmaschine ]

Las Vegas

Monte Carlo

Abbildung 9.2: Komplexitétsklassen randomisierter Algorithmen

Wir unterscheiden hier zwischen 2 Ergebnissen. Wir vergleichen das ,berechnete” Ergebnis mit dem
ytheoretischen® Ergebnis. Wir sprechen von einem ,korrekten“ Ergebnis, wenn das berechnete Ergebnis
mit dem theoretischen Ergebnis {ibereinstimmt oder keine Aussage getitigt wird (,Unbekannt® als
Ergebnis).

9.3.1 Komplexitdtsklasse ZPP

ZPP steht fiir ,zero-error probabilistic polynomial time* Algorithmen (fehlerfreie, polynomiell be-
schrankte Algorithmen auf einer PTM). Da es sich um einen Las Vegas Algorithmus handelt, muss das
berechnete Ergebnis des Algorithmus stets korrekt sein. Er erfiillt folgende Kriterien:

fr(x) € {Ja, Nein, Unbekannt }
1. Zeitlich polynomiell beschrankt.
2. Ist Ja theoretisch richtig, wird mit Wahrscheinlichkeit > % Ja geantwortet (sonst Unbekannt)

3. Ist Nein theoretisch richtig, wird mit Wahrscheinlichkeit > % Nein geantwortet (sonst Unbekannt)

9.3.2 Komplexititsklasse RP

Die Klasse RP (,randomized polynomial time“)—oder mehrdeutig R—weist die folgenden Einschrén-
kungen auf:

1. Zeitlich polynomiell beschrankt.

2. Ist Ja theoretisch richtig, wird mit Wahrscheinlichkeit > 1 Ja geantwortet (sonst Nein)

3. Ist Nein theoretisch richtig, wird Nein geantwortet.
LCRLCNLCPCRPCNP?2C PSPACE = RPSPACE

2Unter der Annahme P # NP gilt RP C NP. Bei P < RP handelt es sich um ein offenes Problem der Theoretischen
Informatik.

87



KAPITEL 9. RANDOMISIERTE ALGORITHMEN

Formal l4sst es sich auch wie folgt notieren:

p(fr(z)=1]lzel)>

N =

p(fr(z) =1z ¢ L)=0

Hier entspricht « € L einer theoretischen Antwort Ja und f7(x) = 1 einer berechneten Antwort Ja.
Die erste Formel entspricht der zweiten Definition der Liste. Die zweite Formel entspricht der Aussage
»Ist Nein theoretisch richtig, wird mit Wahrscheinlichkeit 0 mit Ja geantwortet.

Interessant wird es, wenn wir einen Algorithmus in RP mehrfach durchlaufen lassen. Sei k die Anzahl
der Durchlaufe:

k=1 p(Nein|zeL)=1—-p(Ja|zel)
k=2 p(Nein?|zeL)=(1-p(Ja|zeL))?

k=n  pNein"|zeL)=(1-pJa|zel))"

Die Interpretation davon ist, dass die Fehlerrate eines Algorithmus in RP bei mehrfacher Ausfithrung
exponentiell sinkt. Damit konnen wir bei geeigneter Wahl von n die Fehlerwahrscheinlichkeit unter
einem Grenzwert € halten.

In co-RP wird die theoretische Antwort fiir das Problem gewechselt. Daher Probleme, deren theoreti-
sche Losung Nein ist, liefern eine fehlerbehaftete Losung.

9.3.3 Komplexititsklasse BPP

Die Klasse (,bounded-error probabilistic polynomial time"*) garantiert niemals, dass eine theoretische
Antwort zur selben berechneten Antwort fiihrt.

1. Zeitlich polynomiell beschrankt.

2. Die Wahrscheinlichkeit die korrekte Antwort zuriickzugeben, ist grofer %

p(fr(z) =1z e L) >

p(fr(z) =1z ¢ L) <

Wl Wl

9.3.4 Komplexititsklasse PP

Aquivalent zu BPP liegt in der Klasse ,probabilistic polynomial time* die Wahrscheinlichkeit die kor-

rekte Antwort zuriickzugeben mit grofer % vor.
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9.4 Beispiel Guess-Path

Als Beispiel wird hier der Algorithmus Guess-Path gezeigt, der REACH auf einer PTM l6st. Die
Maschine bewegt sich zufillig zwischen den Knoten des Graphen hin und her. Diese zufillige Bewegung
beschreibt eine Markov-Kette. Unter einer Markovkette versteht man einen stochastischen Prozess
deren ndchster Zustand nur vom vorigen abhéngig ist. Der Zustand beschreibt den gerade besuchten
Knoten.

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G(V, E) mit s,t € V und s # t. Es sei zu entscheiden, ob ein Weg
path (path C E, path; = s, pathjp,, -1 = t) gefunden werden kann, sodass von s ausgehend ¢ erreicht
werden kann. Es handelt sich somit um das REACHABILITY-Problem auf einer PTM.

1:= 3§
forever:
if 1 =1
return Yes

select j randomly with (i,j) € E
1:=17

Der Zufall spielt also bei der Wahl des Nachbarknotens j zu einem gegebenen Knoten ¢ eine Rolle.
Wegen dem momentan besuchten Knoten ¢ und den daraus resultierenden Nachbarknoten, héngt der
néchste Schritt vom vorhergehenden ab.

Gegeben sei der Beispielgraph aus Abbildung 9.3.
Die bedingten Wahrscheinlichkeiten von einem
Knoten ¢t —1 zu einem Knoten ¢ zu kommen, lassen

sich aus der Abbildung ablesen.

1
P(Xt:2\Xt_1:1):§

1
PXy=3[Xi1=1)=3 . . i}

2 Abbildung 9.3: Beispielgraph fiir Guess-Path Algo-
PX;=4]X4-1=1)=0 rithmus

Hierbei sollen die bedingten Wahrscheinlichkeiten illustrieren, dass die Wahrscheinlichkeit fiir néchsten
Zustand vollsténdig durch die Angabe eines vorigen Zustands ermittelt werden kann. Damit ist das
Kriterium der Markov-Kette erfiillt.

Es sei R = {1,3,4} ein Random Walk von s = 1 nach ¢t = 4. Die Wahrscheinlichkeit von s nach ¢ mit
dem Entscheidungspfad R zu kommen, ist gleich dem Produkt der Teilwahrscheinlichkeiten.

p(Ry=3|R1=1)=

p(Rt:4|Rt,1:3):

=~ N
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1
p(Rt:5’Rt—1:4):§

Man bemerke, dass nur in ungerichteten, zusammenhingenden Graphen der Algorithmus versichern
kann, dass von einem beliebigen Knoten s der Knoten ¢ erreicht werden kann. Bei gerichteten Graphen
kann eine Quelle ¢ nicht mit Wahrscheinlichkeit 1 erreicht werden, da der Algorithmus in eine Sackgasse
laufen kénnte.

9.5 Monte-Carlo Algorithmus fiir 2SAT

Wir betrachten 2SAT auf einer PTM. Wir md&chten also fiir eine gegebene Formel ¢ in der Struktur
einer 2-KNF eine erfiillende Belegung von boolschen Werten finden. Der Algorithmus beginnt bei einer
beliebigen Belegung der Variablen.

In maximal m Schritten wird pro Schritt eine nicht-erfiillte Klausel zuféllig gewahlt. Aus dieser Klau-
sel wird zufillig eines der Literale ausgewdhlt und negiert. Wurde nach der Negation eine erfiillende
Belegung gefunden, bricht der Algorithmus mit einer Ja-Antwort ab.

Wir betrachten nun das Beispiel 9.1.
d(x1, e, w3, 4) = (x1 V 122) A (mx1 V o) A (21 V 22) A (24 V —3) A (24 V —21)

Wir starten mit der zufalligen Belegung {0,0,1,0}. Im 1. Schritt hat der Zufall in der Entscheidung
zwischen Klausel 3 und 4 zugunsten der 4. Klausel entschieden und daraus zuféllig das Literal z3, so
ergibt sich zum 2. Schritt die Ausgangsbelegung, in der alle Variablen auf 0 stehen. Im 2. Schritt wird,
wieder zufillig, die nicht erfiillte 3. Klausel gewéhlt und daraus zufillig das Literal xs.

Der Algorithmus findet in der 7. Iteration eine erfiillende Belegung und terminiert mit Ja.

Beispiel 9.1
1| x1 T2 T3 x4 (l‘l V —\.%2) (—\xl vV —|$3) (.%'1 V $2) ($4 V —\xg) (.%'4 V —|x1) S
110 0 1 0O v v X X v 0
2,0 0 0 0 v v X v v 1
3/]0 1 0 0 X v v v v 2
4|1 1 0 0 v v v v X 3
510 1 0 0 X v v v v 2
6| 1 1 0 0 v v v v X 3
711 1 0 1 v v v v v 4

Tabelle 9.1: 2-SAT Beispiel auf einer PTM

Der Algorithmus garantiert, dank beschrénkendem m, zu terminieren. Ohne diese Schranke kénnte die
Laufzeit des Algorithmus nicht angegeben werden. Existiert keine erfiillende Belegung fiir die Eingabe
¢ wiirde er divergieren, also unendlich lange iiber mogliche Ldsungen iterieren. Wenn hingegen eine
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Losung existiert, terminiert der Algorithmus mit Wahrscheinlichkeit 1 nach endlich vielen Schritten. Die
genaue Anzahl an Iterationen in diesem Fall anzugeben ist wegen der Randomisierung nicht méglich,
aber der Erwartungswert der Laufzeit 14sst sich beschreiben.

9.5.1 2SAT ist in RP

Fiir obigen Algorithmus gilt:*> Angenommen es existiert eine erfiillende Belegung fiir die Eingabe ¢.
e Wihle m (Anzahl der Schleifendurchliufe) mit m = 2 - [?

e Dann gilt: p (Zo > 2% l2) < % —p(Ja) < %,

wobei Zj hier eine Zufallsvariable ist, die die Laufzeit des Algorithmus auf Eingabe ¢ beschreibt (siehe
Herleitung der Laufzeit unten). Daraus folgt folgender Satz:

Satz 9.1. 254AT ist in RP.

Um dies zu beweisen miissen wir zeigen, dass der Algorithmus nach polynomiell vielen Schritten mit
einer Wahrscheinlichkeit von > % eine erfiillende Belegung findet.

Interessant ist nun, in jeder Iteration ¢, wie weit die aktuell geratene Belegung der Variablen z; ... z; von
der Losung entfernt ist. Wir nutzen diese Darstellung zur Beschreibung des Algorithmus als Random
Walk. Sei S die Zufallsvariable, die die Anzahl der Bits die mit einer erfiillenden Belegung iiberein-
stimmen, beschreibt. Die Variable S fiihrt einen Random Walk durch, wobei sie in jeder Iteration um
1 erhoht oder verringert wird (dadurch, dass ein Bit geflippt wird, siehe Tabelle 9.1). Die erfiillende
Belegung ist gefunden wenn S = [, wobei [ die Anzahl an Variablen in ¢ ist.

Fiir eine Worst-Case-Analyse kann man davon ausgehen, dass es nur eine Losung X* = {z7,23,..., 2]},
sodass ¢ erfiillt ist, gibt. Mehrere Losungen wiirden die Wahrscheinlichkeit des Findens einer Losung
erhohen — das Problem wiére also einfacher.

In jeder Iteration wird eine Klausel gewihlt, die noch nicht erfiillt ist. Fiir diese Klausel wird zufillig
ein Literal gewdhlt und der Wert der Variable invertiert. Da es im schlechtesten Fall fiir jede Klausel
genau eine Variable gibt, die sie erfiillend macht, wird bei diesem Vorgang mit Wahrscheinlichkeit % die
‘richtige’ Variable gewdhlt, sodass ihr Wert nach dem Invertieren dem Wert der erfiillenden Belegung
entspricht (S erhdht sich um 1). Wird die Falsche gew#hlt entfernt sich die Zwischenlésung vom Ziel
und der Wert von S verringert sich.

Der Algorithmus kann in dieser vereinfachten Beschreibung als Markov-Kette wie in Abbildung 9.4
dargestellt werden. In jeder Iteration befinden wir uns an einem beliebigen Knoten der Kette. Wir
wahlen stets den linken oder rechten Weg (jeweils mit Wahrscheinlichkeit %) Sei Z; eine Zufallsvariable,
die die Anzahl an Schritten bis zum Erreichen von S = [ ausgehend vom Zustand S = j beschreibt.
Wird S = [ hat man die erfiillende Losung gefunden. Der Abstand zur Lésung, d.h. die Dynamik von
Zj, kann wieder als Zufallsprozess beschrieben werden. In jedem Schritt wird also, durch das Invertieren
eines Bits, der Abstand grofser oder kleiner. Wir erhalten fiir den Erwartungswert

1 1 1 1
E(Z;] = E 5(1 +Zj1) + 5(1 +Zj1)| = B [Z;—1] + B [Zj1] +1

3Mitzenmacher und Upfal, Probability and computing: Randomized algorithms and probabilistic analysis.
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1 1/2 1/2
1/2 1/2 1/2

Abbildung 9.4: Der Random Walk, der von der Zufallsvariable S durchgefiihrt wird. Eine erfiillende
Belegung ist gefunden, wenn S = I.

Wir definieren h; = E [Z;] um bei der Herleitung Schreibarbeit zu sparen, daher
1 1
hj =E[Zj] = Shj-1 + Shjr1 +1

Offensichtlich gilt weiters
hi=0
ho=h1+1

Wir zeigen mittels vollstdndigen Induktion:

hj=hj1+2j+1

Basis (j = 0)
ho=h1+2-0+1=h1+1 v

Schritt (j > 0)
1 1
hj = §h]‘—1 + §h]‘+1 + 1
1 ) 1
= hj:i(hj+2(j—1)+1)+§hj+1+l
S hyj=hj+2+1 W

Durch rekursives Einsetzen kénnen wir den Erwartungswert Abschétzen

-1
E(Zo)=ho=h1+1=ho+1+3=...=) (2j+1)=1?
j

Il
o

Daher, wenn ¢ eine erfiillende Belegung besitzt wird diese im Erwartungswert nach [? Iterationen
gefunden. Nun verwenden wir die Markov-Ungleichung um den Satz 9.1 zu beweisen.

Allgemein gilt: Sei X eine Zufallsvariable mit positiven Werten. Es gilt fur alle a > 0 (Markov-
Ungleichung): P(X >a) < E[X]

a
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Beweis: Sei I eine Zufallsvariable mit

j 1 wennx>a
1 0 sonst

E[f] =p(I=1)=p(X = a)
EMSEE
& P(X >a)< EEX]

was zu zeigen war.

9.6 Monte-Carlo Algorithmus fiir 3SAT

Bei 3SAT liegt das Problem dquivalent zu 2SAT vor, jedoch kdnnen bis zu 3 Literale in einer Klausel
vorkommen. Da 3SAT NP-Vollstinding ist, ist zu erwarten, dass auch der randomisierte Algorithmus
eine wesentlich héhere Laufzeit hat. Tatsachlich gilt, dass 3SAT (wahrscheinlich) nicht in RP liegt.

Der Einzige Unterschied zum randomisierten Algorithmus fiir 2SAT ist, dass bei 3SAT in jeder Iteration
eines von 3 Literalen gew#hlt werden muss. Im Worst-Case verschlechtert sich das Ergebnis also mit
Wahrscheinlichkeit % und verbessert sich nur mit Wahrscheinlichkeit % Man kann zeigen, dass dieser
relativ harmlos wirkende Unterschied im Erwartungswert zu exponentieller Laufzeit fiihrt.

1 1/3 1/3
2/3 2/3 2/3

Abbildung 9.5: Aquivalent zu Abbildung 9.4 wird bei 3SAT fiir 3 Literale entschieden

Analog zu 2SAT erhalten wir fiir den Erwartungswert der Laufzeit folgenden Zusammenhang:

. . 1
P(5i+1=J+1’5z‘=J):§
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. . 2
P(Sz‘+1:J—1\5i:J)=§

hj = ElZj]
2 1
hj = 3hj—1+ 3hjri+1
hy =0
ho="h1 +1

Zeige durch vollstandige Induktion: '
hj=hjs1 +2772 -3

Basis (j = 0)
ho=h1+4—-3=h +1 v

Schritt (j > 0)
2 1
hj = gh]’,1 + gthrl +1

2 . 1
@hj:§(hj+27“—3)+§hj+1+1
1 2 . 1
Zh, = Z9itl L =
373 +3
<:>hj:hj+1+2]+2—3 |

<~ h]‘_H —1

Durch rekursives Finsetzen kénnen wir den Erwartungswert asymptotisch Abschitzen

E[ZO]:hO:h1+1:h2+23—2:h3+24+23_5
=...=2% ol =02

Der Erwartungswert der Laufzeit entwickelt sich exponentiell zur Anzahl der Variablen.
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