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EINE FUNKTIONALINTERPRETATION DER PRÄDIKATIVEN
ANALYSIS*

Von Wolfgang Maaß, München

In der klassischen Analysis treten imprädikative Definitionen auf: Man definiert
spezielle Teilmengen der natürlichen Zahlen l\ unter Bezugnahme aul die Ge-

samtheit aller Teilmengen von N (2. B. U :: {y € N lvxF'(x, .r,)} ). Dagegen darf
man in einer prädikativen Analysis bei der Definition einer Menge nur auf solche

Mengen Bezug nehmen, die man schon vorher in prädikativer Weise definiert
hat. Man erhält nach Feferman [1] und Schütte [7], [8] ein adäquates System der

prädikativen Analysis, wenn man an Stelle von Mengenvariablen X, die über

alle Teilmengen von N laufen, Mengenvariablen X' verwendet, die nur über
Mengen einer Schicht <t laufen. Dabei läßt man als Schichten nur solche Or-
dinalzahlen nt, die kleiner sind als die erste imprädikative Ordinalzahl rc..

Wir geben in der vorliegenden Arbeit eine Funktionalinterpratation für dieses

System der prädikativen Analysis an. Dabei gehen wir aus von der Funktional-
interpretation für die klassische Analysis nach Girard [2] und ordnen den Typen
der Funktionale Schichten zu. Diese Schichtenzuordnung wird so vorgenommen,

daß für die einer Formel A der prädikativen Analysis zugeordnete Aussage

A* :l x'Y yu Qllxu, y" I der Funktionalsprache gilt: Die Typen ø und u haben

dieselbe Schicht wie die Formel A. Die Verwendung von geschichteten Variablen
a', þ' fúr Typen läßt sich dann folgendermaßen motivieren: Bei einer Formel
A(x) mit einer freien Zahlenvariablen x ist es klar, welchen Typ ø die entspre-

chende Funktionalvariable x' in der Formel A(x)* erhàlt: Sie erhält den Typ o,

weil dies der Typ der natürlichenZahlen ist. Bei einer Formel A(f) mit einer

geschichteten Mengenvariablen 11 ist die Situation dagegen schwieriger: Man
kann für -l" in dieser Formel beliebige Prädikatenterme V:{ylnØ} mit Formeln
Bþ) einer Schicht <r einsetzen. Ordnet man diesen Prädikatentermen Z die

Funktionale V* =),xl'),xi'Àyo f lxî', xT',yo] vom Typ (wr , wr, o--+o) zu, falls
Bþ)x=1xi'Vxi'tslxi',xî',y01 ist, so ist der Typ u der Funktionalvariablen
x' in A(X)*, die der Variablen -l- entspricht, so zu wählen, daß jedes dieser

Funktionale V* fnr x' eingesetzt werden kann. Weil die genaue Struktur der

Typen w7,w2 dabei von der Komplexität der Formel Bþ) abhängt, weiß man

bei der gewählten Schichtenzuordnung lediglich, daß die Schichten von w1,wz
kleiner als r sind. Daher wählt man u'.=(a"',þ',o--+o) mit Variablen a',p fidtr

* Eingegangen am 1.12.1974.
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beliebige Typen einer Schicht <r. Der Formel =f A(f) entspricht dann in
der Funktionalsprache die Aussage 1o' B'1r@''0''"'"\ (A(f))*. Utn gesonderte

Quantifikationen über Typen zu vermeiden, faßt man diese Quantoren zu einem
einzigen Quantor lrvarpr(ar,pt,'-') zusammen, wobei die Angabe eines Funk-
tionals vom Typ va'B'(a', þ',o-o) gleichwertig sein soll mit der Angabe von
Typen wt, |il2 einer Schicht < r und eines Funktionals vom Typ (wt, wr, o--.ro).
Wir geben zunächst in g 1 ein System G der prädikativen Analysis an. Da dies
System zur vollen Ausschöpfung der Prädikativität Schlußregeln mit unendlich
vielen Prämissen enthält, werden bei der Definition des Funktionalsystems F in
$ 2 unendlich lange Tþrme zugelassen. In g 3 wird die Normalisierbarkeit der
Terme von F durch Transfinite Induktion bis rco bewiesen. Das Church-Rosser-
Theorem ftir F ist wegen dem Auftreten von unendlich langen Têrmen nicht
trivial und wird in g 4 ebenlalls durch Transfinite Induktion bis rco bewiesen. In
$ 5 wird eine konstruktive Variante P des Systems F angegeben, auf die sich die
Beweise für F übertragen lassen. In $ 6 wird dann eine intuitionistische Variante
IG der prädikativen Analysis in dem System P interpretiert. Als Folgerungen
erhält man für das System G und ein entsprechendes System der ll-Analysis die
Widerspruchsfreiheit, eine Charakterisierung der beweisbar rekursiven Funktio-
nen und die No-Counterexample-Interpretation. Viele der hier nur skizzierten
Beweise sind in Maaß [4] ausführlicher dargestellt.

$ 1. Defìnition des Systems G der prädikativen Analysis

Wir legen eine primitiv rekursive Standard-Wohlordnung ( vom Ordnungstyp
rco i 1 auf N zu Grunde. Die einer Ordinalzahl a{rco entsprechende natürliche
Zahl bezeichnen wir mit rør, die durch eine natürliche Zahl r repräsentierte
Ordinalzahl mit ln l. Man definiert in üblicher Weise (s. z. B. Kino [3]) für ø{ rco f 1

die Klasse der ø-rekursiven Funktionen bezüglich dieser Wohlordnung (. Es
sei jeder (rco + 1)-rekursiven Funktion/eine Nummer ,f. zugeordnet, aus der der
Definitionsweg von / ersichtlich ist.
Es wird die folgende pr. rek. Kodierung für endliche zahlenlolgen verwendet:
(*r,...,m,)--+(mr,...,ffi,)::pT,,...,pi" (p, sei die ite primzahl). Die Um-
kehrfunktionen erhält man durch m:p\,,. . ., p\"--'k,:: (m)¡ für 1<i <n.

Grundzeichen des Systems G:
7) Zahlenvariablen x7, x2,. . .

2) Für jede Ordinalzahl ø<rc' 1-st. Prädikatenvariablen X"r, Xor,... .

3) Die 2-st. Prädikatskonstante :.
4) Funktionskonstanten für die pr. rek. Funktionen.
5) Die Zeichen 0, A, v , -,1,V, {, l,}, (, ) und das Komma.

Terme:
7) 0, xr, x2, . . . sind Terme.
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2) Sind t1,...,1, Terme und ist f eine r?-st. Funktionskonstante, so ist auch

f(tr,. .., /,) ein Term.

Formeln mit ihren Schichten:
1) Sind tr, t2Terme, so ist (tr:t) eine Formel der Schicht 0.
2) Isr t ein Term, so ist (X" l) eine Formel der Schicht ø.
3) Sind A, B Formeln der Schicht o bzw. t, so sind (A n B), (A v B) und (l--B)

Formeln der Schicht max(ø, r).
4) Ist A Formel der Schicht o, so sind auchlxAundY xA Formeln der Schicht ø.
5) Ist I Formel der Schicht ø, so sind 1XA undV).A für r>0 Formeln der

Schicht max(ø, r).

Varietäten mit ihren Schichten:
Ist I eine Formel der Schicht ø, so ist {xl,a} eine Varietät der Schicht o

Bemerkungen:
1) S sei die Funktionskonstante für die Nachfolgerfunktion. Für Terme der
Gestalt S(S...(SO)... )mit r-maligem Auftreten von S schreiben wir r.
2l ---t A : : l,¿ --lt : Ol )./ \ -'t
3) Die Substitutionen A,ftlund A2¡o t{"1¡}l werden so definiert, daß durch vor-
herige gebundene Umbenennung Variablenkollisionen vermieden werden. Dabei
gehe die Formel A*'f{xlB}l aus I hervor, indem alle Formeln der Gestalt (Xl)
in A,bei denen X in A frei auftritt, ersetzt werden durch B,[t].
4) Terme und Formeln ohne Variablen werden als numerische Terme bzw.
Formeln bezeichnet.
5) Es sei in üblicher Weise jeder Formel A eine Gödelnummer lAl zugeordnet.

Axiome und Grundschlußregeln :

(l) A-+A
(2) A n B--+A
(3) A n B'-+B
(4) A--+Av B
(5) B--+Av B
(6) t:9--+A
(7) C--A, C--B - C-+A ¡ B
(8) A--+C, B'-+C - Av B--+C
(9) A nB--+C -A--+(B--+C)

(10) A--+(B--+C) - A ¡ B--+C
(11) B -A--+B
(12) A, A--+B - B
(13) A--+8, B--+C - A--+C
(14) Av -A
(15) V xA--+A"ftl
(16) A,ltl--+lxA
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(17) A--+B -A-+VxB
(18) B-A -1xB--+A

IVolfgang Maafi

falls x nicht frei in I auftrittÌ
(19) A, falls I eine wahre numerische Formel ohne v ist
(20) A -8, falls B aus A hervorgeht mittels gebundener Umbenennung und Er-

setzung numerischer Terme durch numerische Terme gleichen Werts
(21) A,[z] für alle n e N -,4
\??) v r 4:4*'tþlBÌl Ì ,u,,r.B eine Schicht <r hat(23) Ax,t{xlr}i--lrA )'""" -v"'v'l
(24) A--+B¡lXil für alle o < r - A--+V \B
(25) By¡lX"¡l-A für alle o<t -1\B-+A

falls kein Xi mit o <r in A oder
,B auftritt.

Herleitungen:
1) Wenn I ein Axiom nach (i) ist, und die Schicht von A{o<rc' ist, so ist
(i,'ut,'ot,'A t) für alle ø < rco eine Herleitung von A.
2) Sindø, e l\ Herleitungen von.B, fnr j:7,. ..,k, ist,Br, ..., Bu-AeinGrund-
schluß (i) und sind llrnr).1,....1(lø0).1 sowie die Schicht von A(o<rco, so ist
(i,'a','ot,'A1, ffi7,. . ., mt) eine Herleitung von A, falls lçm¡)zllct1Ko ist für
:_4 l-

.l- r;, . .; L,

3) Ist für alle j e N m, eine Herleitung von A,fil mit lçm¡)rl{ü<Ko und ist /
eine ø-rekursive Funktion mit fÇ):m¡ für alle j e N, so ist (27,,ar, ro., rA., rfr)
eine Herleitung von l. (Analog für die Grundschlüsse (24) und (25). )
Wir schreiben G ff A, falls es eine Herleitung m von A gibt mit (m)r: rar und
(m)z: ro1.

Das durch Weglassen des Axioms (14) (tertium non datur) aus G entstehende
System der intuitionistischen prädikativen Analysis wird mit IG bezeichnet. Mit
Hilfe des Rekursionstheorems für pr. rek. Funktionen kann man eine pr. rek.
Funktion definieren, die jeder Herleitung ff A in G eine Herleitung $ AI in
IG mit p<a(a-11) zuordnet (wobei lr durch eine rr-übersetzung aus I
hervorgeht).

$ 2. Das Funktionalsystem F

Typen mit ihren Schichten:
1) o ist ein Typ der Schicht 0.
2) Die Typenvariablen øi, þi miti e N und o<rco sind Typen der Schicht o.
3) Sind u,uTypen der Schicht obzw. r, so sind uxuundu--+u'lypen der Schicht
max (o, t).
4) Istu ein Typ der Schicht t, so sind naiþiu und v aiþiuTypen der Schicht
max(r, o).
Die simultane Quantifikation nach 4) kürzen wir oft ab durch n ai u bzw. v a{ u.
Anstatt (ur-(...(u,--+u)...)) schreiben wir meist u.,..., un+u.

Der Rang.Ru eines Typs ø:
1) Ro:0
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2) Rai: Rþ'í:0) ' 'c

3) Ru x D : Ru--+u - max (Ru, Ru) + 1

4) Rn a"u:Rva'u:max(a.r, Ru1-l).

Bemerkung: Ist a ein Typ der Schicht d, so gilt Ru:a.o+m mit ¡ø<ø. Sind
w : =wr, w, Typen einer Schicht r' <r, so gilt stets R A a'u: Rv d'u> Ru-,lwl.

Terme von F mit ihren Typen:
(r -ø steht für ,,r ist ein Term vom Typ ø".)
1) Für alle Typen uund i e N ist 0'-ø und xi-u.
2) S -o--+o.
3) 6"'" -ur,t't2--+t'trxuz; III''" -urxtl2'-+ttj lut j:1,2.
4) Für lt'.-t)¡[n;]--+ v a'u mit Schicht von ]t1 ,loz:6 <t ist Eu -u.
5) r -u+Q,xir) -u--+u. Dabei werden die in r freien.Variablen xi gebunden.
6) wr, wrTypeneiner Schicht o <t, r - ¡ a' u t r {ø} - uu,fwl.
7) Sei u, :=u¿lu't)mital, Bf nicht frei in u und(Àx"trr)tur--+u für 7<c. Falls

für alle y <r a'!, B/ nicht ftei in u und nicht frei im Typ einer freien Variablen
von ().x'trr) auftreten, ist ().x'trr)r., F V uiu'-+v (abgekürzt: ()"xrr)r.,).
Dabei werden die jeweils in ()"xutrr) freien Typenvariablen ø|, B/ gebunden.

8) Sei r, -u,¡full mit ø/, Bf nicht frei in u und nicht frei im Typ einer freien
Variablen von h für y<r. Dann ist (Arr)r.,- na,"u. Dabei werden die je-

weils in r, freien Typenvariablen øf, pf gebunden.
9) Sei r, -u fiir i <ar. Dann ist (rr),., to--+u.

10) Sei r -u--+u und s -ø. Dann ist (rs) -u.
Mit Hilfe von gebundenen Umbenennungen zur Vermeidung von Bindungskol-
lisionen defrniert man Substitutionen rlþbzw. r,,r [r'], bei denen jeweils alle freien
Auftreten von øf , þi bzw. xi in r durch w, , w, bzw. s' ersetzt werden.
Zur bequemen Formulierung der Konversionsregeln zeichnen wir zunächst ge-

wisse Nennformen als i-Formen aus (i: 1,. . .,4):
1) (* s) ist fùr jeden Term s eine l-Form.
2) lil ,x) ist lür 7: 1 , 2 eine 2-Form.
3¡ (Q"xrr)r.. *) ist für jeden Term ()"xrr)1,.. €ine 3-Form.
4) x {ø\ ist für Typen w:wt, wz mit gleicher Schicht eine 4-Form.
Wir teilen eine i-Form durch Ø, oder Ø mit. Ø lrl entsteht aus Ø, indem x durch
r ersetzt wird.

Konversionsregeln
(l) (Axr)s 

=r,[s]
(2) n¡ (Ø rr)r, l, j für i:7,2

(3) (()"r'u'Íu'lrr)y."(Es'¿,tøt)) +rr"¡"'" 
"'o.twl 

f5'o,r'll wobeiyodie(gemeinsame)

Schicht von w1 , w, isf. (Der rechts stehende Term wird oft abgekürzt durch
rr" l" [sl.)
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(4) (Arr)r.,{w} +rr.l1" wobei yo die (gemeinsame) Schicht von w, , w2ist

(5) ((r'),., a) +r,
(6) Ø,[0] =0 lür i:7,2. 4

(7) ((À x' o,ro' ) r r)r. "9 ) = 
r, l;a' 

",u. 
ro,or [0J

(8) Ø,[(,lxrr)r..sl ê Q" x Ø,[r, J)r.,s

(e) .ø,1(r .,s'lF (Ø,1r,7)¡..s" für i: 1, 4

Reduktionsregeln:
7) r=r
2) r È r' falls r nach einer der Konversionsregeln zu r' konvertiert

3) r+r', JFJ'+ rs=/s', ),xr+),xr' und r{ø} =r'{ø}
4) rrèr', für y<t + (Axrr)1.,=()"xr'r)r., und (Arr)r.,=(Ar'r)r.,

5) r¡tr'¡ für i <c.¡ = (r¡)¡.. F(r!),.,
6) rtss, sèr'+r?r'.
Ein Term heißt normal, \ryenn er keine konvertierbaren Subterme enthält.
Ist ¿¿ der Typ eines bei einer Konversionsregel doppelt unterstrichenen Terms,
so nennen wir Ru den Konversionsrang der jeweiligen Konversion. Die Konver-
sion (5) hat keinen Konversionsrang. Mit Kr bezeíchnen wir die kleinste Ordinal-
zahl, die größer ist als die Konversionsränge der konvertierbaren Subterme des

Terms r.

Definition der Länge lrl eines Terms r:
t) Itl:1 für alle Variablen und Konstanten r

z) l(")l :max (lrl, lsl)+1

t) ltxrl:l'{ø}l:lrl+t
4) lQ. x r r) r.,1 : l(A r r) r.,1 : r:p (lr, | + 1)

5) l(r,),..1:sup (lr,l+ 1).
i<a

Bemerkung:
1) Wir lassen in dem System F nur Terme r mit Kr, lrl <rco zu,

2) Esgilt: l'li,l:l'1, K4\:0 falls Kr:0,

lr, [r']l< Irl+ 14, Xr,[s'](max (Kr, Ks, Ru+1).
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Formulae-as-types Analogie :

Man kann die Typen von F auffassen als Formeln einer geschichteten Aus-
sagenlogik 2. Stufe. Die meisten Terme kann man dann deuten als Herleitungen
der ihrem Typ entsprechenden Formel in einem System des natürlichen Schlie-
ßens für die intuitionistische Aussagenlogik 2. Stufe entsprechend Prawitz [6]
(dabei werden dann auch die Bedingungen an die Typenvariablen bei der Term-
definition plausibel). Die Konstan ten II , @ , ,E entsprechen Operatoren auf Her-
leitungen, z. B.:

r
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I
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I

I
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I

I

I

I
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I

I
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-------)

@ ((Ø')s)

Die Konversionsregeln sind analog zu den Reduktionen zur Beseitigung von
Maximumformeln beim natürlichen Schließen, wobei die Typen der in den
Konversionsregeln doppelt unterstrichenen Terme die Rolle der Maximumfor-
meln spielen. Z.B.làßt sich die Konversion (3) deuten als l-Reduktion mit der
Maximumformel !ø'u, wobei für eine typengerechte Termanwendung bei der
l-Elimination ein Zwischenschritt (+) erforderlich ist:

D-,laol. . .r,-,la'l

ro tr, ,í

uxu

Jl
uo,lwl

Vd'D

(¿s)
(l-Einführung
mit Operator E) +)

(Àx''u'lutl rr)r.,

(3-Elimination)d,t u-Lr
u

.ç

U

I

I

I

I

tì rl
I

I

I

I

u

F rrol}ro ,'u.tøt [s1

(70 ist die Schicht von l?1 , wr=w).

Der Konversionsregel (8) entsprechende kommutative Reduktionen werden in
Prawitz 16l zur Beseitigung von Maximumsegmenten benutzt.

$ 3. Normalisation der Terme von F

Induktive Defïnition der ËGestalt fiít i:2,3, 4l
1) (@rr)rr) und 0''"', haben 2-Gestalt.

oloYo
r
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2) (Es) und 0"4" haben 3-Gestalt.

3) (Arr)r., und 0"4" haben 4-Gestalt.

+) ((Àxrr)r.,s) hat ¡-Gestalt für i:2,3,4.
5) SeiTo e N und rro habe i-Gestalt. Dann hat auch ((r;);..q) ÈGestalt

(i:2,3,4).

Bemerkung: Die Tþrme r von i-Gestalt sind in mancher Hinsicht verwandt zu
solchen Herleitungen im Kalkül des natürlichen Schließens, bei denen als letzter
Schluß eine Einführungsregel steht. Ein Term Ø,[r] ähnelt dann einer Herleitung,
bei der auf diese Einführungsregel eine Eliminationsregel folgt.

Induktive Definition der i*-Gestaltfür i:2,4:
1) (II,r) hat 2*-Gestalt.

2) r {w} hat 4*-Gestalt.

3) r hat i*-Gestalt > (rs) hat i*-Gestalt (i:2,4).
4) r,hati*-Gestalt für alle j<a + ((r¡)¡.,e) hat i*-Gestalt(i:2,4).

Lemma 1: Sei i e{2,+} undje {2,1,+}. Danngilt:rhari*-Gestalt+ r harkeine
,¡:Gestalt.

Beweis: Induktion nach lrl.
Für einen Term I l--z schreiben wir im folgenden oft Rl anstatt rRø. Wir definieren

I a-¡t't# t"t. falls r = 1rs)

"flt) : : { O ann ist f(t)2 ç¡ttt .

I rol'1, sonst.

Lemma 2j S_ei t:(rs) oder_l:{ø} mit r, s normal. Dann gibt es zu I einen Term
7 mit t 

=7, l7lç/(r) und ,K7<ìr.- Zusàtzlich gilt:
A) Falls l: (rs) ist und r i*-Gestalt hat, ist Tnormal und f hat ebenfalls i*-Gestalt

(i:2,4).
B) Falls t=4[p]ist(i:2,3,4) undp keine ÈGestalt hat, ist Tnormal und für

ie {2, +\ har ; i*-Gesralt.
C) Falls t:Ø,lsl ist (i:2,3), ist K7<Rs.
D) Falls t:(r¡)¡.-Q ist, ist 7 normal.

Beweis: Induktion nach.f(t).
Falls I nach einer der Konversionsregeln (1)-(7) konvertierbar ist, so führt man
diese eine Konversion I Ft' aus und definiert-t :=t'.
Sei nun t=Ø¡l(r.¡)¡.-pl Q€{1,...,4}) nach (9) konvertierbar. Dann ist

7çØ,fr¡D<fQ), es gilt also nach I.v. : Ø¡lr¡)¡=61ìunaffihat die gefor-

derten Eigenschaften. Es folgt t 
= <Ø tlr ¡)) ¡..p = 

(îii),. _p : i 7.
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zu A):Nur für l:1 und r=(r¡)¡.-p ist möglich, Ou3 ¡:(rs) ist und r 2*-Gestalt
oder 4*-Gestalt hat. In diesem Fall hat jedes r,2*- bzw. 4*-Gestalt + (LV.) jedes

ø rhl hat 2*- bzw. 4*-Gestalt und ist normal -7 hat 2*- bzw. 4*-Gestalt und
ist normal.
zu B): Falls (r;); :2,3,4, so hat kein r, i-Gestalt'

- -
I.V. + ø,]ry1 ist jedes Ø,fr¡l2*-bzw. 4*-Gestalt
+ 7 ist normal un *-Gestalt.

zu C): ,:R(ri)¡..p, also ist K7< R(r¡)¡..P.
Falls ¡ konvertierbar ist, verfährt man analog'
Die Ei ich bei jedem Fall trivial mitbeweisen.

Wir benutzen im folgenden die 2-st. Ordinalfunktion qo mit
1) E(0, a):of
2) E(J,.) ist für É+O ¿le Ordnungsfunktion der Menge {3lE@,3):3 für alle

4<pj.
Satz 1: Zu jedem Term 1 gibt es einen Term Tmit r ts l; ¡ normal und lrl{g(l) : :
E(Kt+1, lrl). nUr Terme t mit Rt>Kt gilt dabei zusätzlich:
A) That i-Gestalt + thati-Gestalt, i:2,3,4
B) t=Ø,lrlrr...rn, n20 + That i*-Gestalt, i:2.4.
Beweis: Induktion nach g(t).
Wir bezeichnen die nach Lemma 2 gewonnenen Terme wieder mit7,7,... . Für
i:7,2,3 bezeichnen wir den durch Weglassen des Nennzeichens x in Ø, ent-
stehenden Term manchmal ebenfalls mit Ø,.

l) t: Ørfrl, i:2,3, 4

Für i:2-,3 gilt nach I.Y.: t 
= 
Ø,lil=îll=

Dann ist nach LV. und Lemma Z 14.SØ.
î; fldrr i:4: t=Øílr)=4[rl:

a) Rr>-Kt: l::î. Xr<X/(Rr + r hat keine i-Gestalt + (LV. A)) r hat keine
ËGestalt - (Lemma 2B))T ist normal und für i:2,4 hat ¡i*-Gestalt; für i:3
haÍ. t 2-,3- und 4-Gestalt. Mit Lemma 1 folgen daraus A) und B).

b) Rr< Kt'. rr:mmat,_+ Kî<Rr<Kt+^g(ù:a(Kî+1, 14). E(Xî+1,sQ)):
sQ) - [.v.) î= î: :7. oabei isr l7l<c(i) <c(/)
zu A),B): Für i:3 hat t 2-, 3- und 4-Gestalt, für i:2,4 ist R/ < Rr < Kt.

2) t=Ørlrlrr. . .tn_ltnt n>0, i:2, 4 _
s :=Øilrlrr. . .r,-r. LY. + t lsr,?Sr,:' ¡.

a) Rs)Ks: 7::î,1.V. + s hat i*-Gestalt + (Lemma 2) r ist normal und hat
l*-Gestalt (+ A), B)).

b) RsSKs: Lemma z + Kî<Rs<Ks<I(l - (wie in 1) b))g(i)<g(/). I.V.

= î=î: :7. Bs ist R/<Rs<Ks(Kl + A), B).

3) t: Ørlrlrr. . .r, 1r,, n)0
s:=Ørlrlrr...r, t.I. V. + / +Srn:11,:: Î Wegen Konversionsregel (8) ist

t.
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RØr[rl<Kt + Rs<rKr. Lemma Z + Kî<Rs<Kt + S(ù<C(t) + (I.V.)
î=1:: r Es ist R/<Rs<K/ = A), B).

4) t=(s¡)¡.-Qrt. ..r, oder t=(Axr)rr. . .rn, n>0
Analog wie 3).

5) t = (r ¡) ¡.,, (),x rr)y.,, (A rr)y.,
t : = (r ¡) ¡. -, (À xr r)r.,, (A r r)y.,.
() t=(s¡)¡..Q _
I.V. + t t(S¡)¡..4=(s¡)¡.,Q=: /. Lemma 2 D) + ¡ ist normal. Zu A): Falls
7i-Gestalt hat (i e {2,3,4\) und Rt>Kt ist, gibt esTo e N, so daß sr.o i-Gestalt
hat, und es ist Rsro:R t)KtÞKs,o + (LV.) sro hat ÈGestalt + that ÈGestalt.
Die übrigen Fälle folgen trivial aus der I.V.

Definition: Terme von P, die keine freien Variablen für Typen oder Terme ent-
halten, bezeichnen wir als Funktionale.

Lemma 3: Sei r ein normales Funktional vom Typ a. Dann gilt

a) u=o + / ist ein Term der Gestalt ¡r mit n e N.
b) u=urxtt2+ f:(@r)J oder ¡=0.
c) r.r=!ø'u - t:1Es) oder /=0.
d¡ u=\a'u + t:(Arr)r., oder /=0.

Beweis: Induktion nach lrl.

$ 4. Church Rosser Theorem für das System F

Das Church Rosser Theorem für den Reduktionskalkül von F ohne die Kon-
versionsregel (8) läßt sich nach der in Maaß [5] (für typenfreie,t-Kalküle mit un-
endlich langen Termen) angegebenen Methode beweisen. Es macht aber Schwie-
rigkeiten, auch für die Konversionsregel (8) eine geeignete 1-Schritt Reduktion
zu definieren; z.B. werden im folgenden Diagramm bei (+) zwei Schritte ge-
braucht:
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(1), x r r) r., (Q, y s ) u.. p)) t

ein Schritt nach
(8) mit,:3

37

(1 x (r /))r., ((A y s u¡ u. 
" 
o ¡ ((Ay (( x r r)r..su) ),="p )/

ein Schritt nach
(8) mit i:1

ein Schritt nach
(8) mit i:3 ((1xrt)r.,sõ) t)

(+)
zwei Schritte nach

(8) mit t:1
(tv ( )d.,P

(). y ((À x (r, t))r.,s, ) )u = "P

Man sieht aber, daß an der Stelle (+) bei der zweiten Reduktion ein kürzerer
Term konvertiert wird als bei der ersten. Wir benutzen diesen Hinweis und be-

weisen zunächst ein Church Rosser Theorem für einen Reduktionskalkül [, der
nur kommutative Regeln enthält. Mittels der Regel [9] dieses Kalküls wird dabei
der zweite Schritt bei (+) vom ersten Schritt,,verschluckt", weil beim ersten

Schritt ein längerer Term konvertiert wird. Im vollen Reduktionskalkül ) lassen

wir dann eine beliebige Kette von Reduktionen nach I als 1-Schritt Reduktion
zu. Die Church Rosser Theoreme für I und ] werden ganz analog wie in Maaß

[5] bewiesen, sodaß wir die Beweise hier nur skizzieren brauchen. Als ,,Reduk-
tionsordnungen" a, þ,y. . lassen wir im folgenden nur Ordinalzahlen <Ko zrr.

Außerdem soll für die verwendeten Terme stets lrl, llr
dann bei den Beweisen mit Induktionen bis rco aus. E
niert wie lrl in $ 2 mit 2) ersetzt durch 2'): 2') ll(rs)ll
über lrl den Vorteil,dan llsll<llrll ist, falls s durch k
aus r hervorgeht. Es gilt stets: lrl< llrll<col"l.
Anstatt (Àxrr)r., und (Arr)r.. schreiben im folgenden oft nur (lxrr) bzw.
(Arr). Analoe bei (r.¡);.,.

Der Reduktionskalkül þ tür aie kornmutativen Regeln

Wir schreiben þ anstatt 
lr. 

,?,,r'soll bedeuten, daß rf,r' zulerzt nach Regel

[i] erschlossen wurde.

t1l rh r für alle ø

l2l Ø,¡1/,xs, )rJ F ¡,x(A x Ø ¡ls 17) r

l3l Ø,[(si) r1 þ ¡a(.Ø ils ¡7) r

l4l ,Ur'+ rslr's

für i:7,...,4
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tsl

t6l

17l

t8l

tel

[10]

lAolfgang Maafi

sþs'+ rslrs'

rlr' + )"xrþ),xr' und r{ø}lr'{ø}

", h 
rí für alle y <r + (Àxsr)f Q,xs'r) und

rrh"j füralle ie N = (sr)[(sj)

rh'" mit ;e {t,..., A} und t!,r' mit

tÞ"Þr'+r I r'.
q q,n q,n*7

(z.sr)l (As,)

B<a-rlr'
d

Bemerkungen:
1) Anstatt der Regel [9] könnte man bei den Regeln t1l-t8l jeweils eine an-

schließende Reduktion Þ -it É.llrll bzw. þ<ø zulassen.

2) Es gilt stets: r Þ r' - llr'll< llrll.
dtû

3) Für þ <u gllt: rl r' - rÞtrÞ r' - rÞe r'.
0,n d 0,n q

Ð rlisþr'mit ie{7,...,9} und þ<a- rþr'; denn: rþes-r[ilþs mit' to 
- b,, - 

\ ' ' ) t q ø d r,7j. {1,. ..,8} und 7<ø + (mit 3))rf it I r'mit ô::max (p, y) undnt e N +
a õ,m

'ln ''.

Lemma 4: rl r, und r þ rz => es gibt einen Tèrm i mit r, þ î und, rrf î.
d,t i,m - 

þ,^ d,û

Beweis: Induktion nach ag þ.

l) n:m:l: Nebeninduktion nach llrll.
Zterst wird die Behauptung für die Fälle r Ft r,., ,fk r, mit ¡,k e {1,. . ., g} be-

wiesen. Jeder dieser Fälle wird in kanonisåh". wJise behandelt, so daß zwei
Beispiele genügen:
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Seii:2, k:4 und Ø¡=( " f). Dann gilt

(),xar)r[/s mit I e{t,2,3,4,5,9\.
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I _4.

l:5:

((,1"", ) (Qypr)q))t

B : llqll

((),t,().xsr)t) ø)t().xsrt) ((lypr)q)

ß

ll'll

Q.xsrt)r

(1d, yp)q

(Ày()"xsrt)pu)q

(Q"xs,)r)t

(). x srt) r'

)t)q

((lxsr)r')t

ll'll

a

(weil llr'll<
llrll ist;

,/ltott
1þ ((Àxs,)t

./ lltt"vp'¡ll

p

p

Nachdem die Fälle j, k<9 abgehandelt worden sind, können die restlichen Fälle
bewiesen werden:
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j <9, k:9: Es gilt also r

r1

lMolfgang Maafi

"tlrrmite<9und7<B
v,1

Þ
p

r

d p

p

p

(+)

p

Y,7

J

q

(+ +)

1,7

r2

a

r

wobei (+) aus den vorherigen Fällen und (f t) aus der I.V. folgt. Der Fall
j:k:9 ist analog.

2) n27, m:l; Nebeninduktion nachn mit Hilfe von 1).

3) n27, mà 1 : Nebeninduktion nachm mit Hilfe von 2).

Der volle Reduktionskalkül )
d'1

Wir schreiben ) anstatt ) und r)ir', falls r þ r' zuletzt nach Regel (i) erschlossen
a d,l d,n q,n

wurde. Bei den folgenden Regeln sei stets q)1.

(t) rF r' + rÞr'
A,n o

(2) rlr für alle u21

(3) r Þr', r )r' - ().xr)sÞrí[s']
dqq

(4) r,þr! für i:7,2 +U, ((ø ròrr)Þ"r'¡, j:7,2

(5) Q,xrr)y(),xr'r), s)s' + (),xrr) (Es) )ri"l"[s']

(6) (Ar,)Þ(Ar',) + (Ar,) {ø} }'í"1
(7) (r,) Þ(rí) = (r,)nÞr,

(8) 0s)0 für alle ø)1
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II'O Þ 0 für alle ø) 1

(), x r r) Y Q, x r'r) + (À x r r) 0 Þ ró l" [0]

0 {r} } 
0 für alle a) 1

rþr',s )s'+ rslr's'

rlr' + Àxrþ ).xr' und r{ø} lr' {*}

rrlri für alle y<t + Q"xrr)yQ,xr'r) und (.4rr)yllrr)

r,þr', f;jralle íe N - (r,))(rj)

r )Ís mit i e {2,.. ., 15} und s} r' mit 0(É <a + rþr'

r)s)r'+r þ r'.
d q,n q,n+L

Bemerkung: Wir lassen r þ r' nur dann zu, wenn es ein ¡r<rc' gibt, so daß r ) r'

aus den Regeln Ul-[10],"(\_-fU> erschlossen wurde, und dabei nur auf f.råä r
mit lll<l Bezug genommen wurde. Wir schreiben dann ru þ r' (analoge Schreib-

weise für Þ). Ivtun verifiziert sofort: d'n

rl r' - ,'l'l+1 ¿ ,'.
A,n P,n

Die allgemeine Formulierung der Reduktionsregeln von ) ermöglicht es, das

lolgende Lemma zu beweisen:

Lemma 5, pu 
!,,p' 

wd qP þ q' mita > 0 + k[ø)u* u 
Þ,1'"1ø'1.

Lemma e, p'l p, und pP þ p,, mit einer e-Zahl I + es gibt einen Term 1 mit
0,m

P,t >
!,m

f'n

þ und plþþ
o

Beweis : Induktion nach þ. Für B : 0 wird das Lemma 4 benutzf

Satz 2 (Church Rosser Theorem):
pu Þ h und pþ Þ p, = es gibt einen Term 1 und ein g< E (a .(a+ß)+n+m,

ø,n 0,m

u+þl+1)mitpa, )1und p3> þ.
0'm ø'il

Beweis: Induktion nach q+P.Es sind Fallunterscheidungen analog wie im Be-
weis von Lemma 4 zu machen, wobei jeder Fall in kanonischer Weise behandelt
wird.
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(e)

(10)

(1 1)

(t2)

(1 3)

(14)

(1 s)

(16)

(17)
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$ 5. Definition des Systems P der prädikativen Funktionale

Das System F ist unkonstruktiv. Es enthält als Terme vom Typ p--+o beliebige
(mit Hilfe von Termen (r,)¡.. definierbare) nichtrekursive Funktionen. Außer-
dem kann man lrl und Kr für unendlich lange Terme r nicht berechnen. Man
deflniert daher analognrm Begriffder Herleitung für das system G in g 1 eine
arithmetisierte version P des Systems F, bei der jeder Term r durch eine natür-
liche Zahl rrì kodiert wird. Bei der Bildung eines Terms (r,),.., (),xrr)r., oder
(Arr)r., wird dabei die Nummer einer rco-rekursiven Funktion kodieit, die die
Komponenten aufzählt. Außerdem kodiert man bei diesen Termen Ordinalzahlen
< rc', durch die lsl und Ks für die Teilterme s abgeschätzt werden. Dabei ist es
zweckmäßig, z.B. in (r,),.. nicht genau lfn (lr,l +1) zu kodieren, sondern auch

größere ordinalzahlen d < rc' als Längenabschätzung zuzulassen. (Analog
bei K).
Man muß dann bei der Normalisation zeigen, daß zu einem Term / aus p nicht
nur eine Normalform t aus F, sondern sogar aus P gefunden werden kann.
Z.B. muß sichergestellt werden, daß für t=(rr),.- der entsprechende normale
Term l:(1,)¿.. wieder durch eine rco-rekursive Funktion beschrieben werden
kann. Dazu definiert man (s. Maaß [4]) entsprechend dem Beweis von satz 1

eine (rco*l)-rekursive Funktion Y derart, daß für jeden Term / aus p eine or-
dinalzahl a(t)<rc, existiert, so daß Y(rtt):Y.out(t):rF eine Kodierung rlt
der entsprechenden Normalform angibt (AaUei ist F=o,,, ein ø(l)-rekursiver
,,Abschnitt" der Funktion Y ).
um das church Rosser Theorem von $ 4 auf P anwenden zu können, läßt man
im System P nur solche Reduktionen r!=s zu, denen eine analog wie in $ 4 defi-
nierte Reduktionsordnung ø<rco zugeordnet werden kann und bei der nur
Tþrme mit einer durch ein p < rco beschränkten Länge benutzt werden. Diese
Reduktionen sind ausreichend zur Normalisation entsprechend Satz 1.

Lemma 7: ¡ sei ein Funktional vom Typ o aus P und sr, s, seien normale Terme
aus P mit /ftss, und tþ?sr(a, þ, p,y<rc'). Dann gilt sr:sr.

Beweis: Es folgt /f )s, und /|)s2. Nach Satz2 gibt es einen Term r aus F mit
s, ) r und sr.) r. Als normale Funktionale vom Typ o haben J1 , s2 oâch Lemma 3

0ø
die Gestalt sr=Ir, sz.=Uz mil n,e N. Daher ist s, =r:sr.

Definition des \ilertes wt frir ein Funktional t -o aus p: wt wird, definiert als die
nach Satz 1 und Lemma 3 existierende und nach Lemma 7 eindeutig bestimmte
Zahl n e N mit t! 

=n(a, þ<rco).
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$ 6. Interpretation des Systems IG der intuitionistischen prädikativen Analysis im
Funktionalsystem P

Die Funktionalinterpretation verläuft analog zu der von Girard [2] für die

klassische Analysis.
Ein Term / t-- o aus P heißt gültig (geschrieben ¡ /) wenn gilt: Für jedes Funktional
l+ aus P, das aus I entsteht durch Einsetzung von geschlossenen Typen der Schicht

ø für freie Typenvariablen der Schicht o und durch typengerechte Einsetzung

von Funktionalen aus P für freie Variablen, ist Wt+ :0.
Mit Hilfe von Termen der Gestalt (r,) kann maî zrtjeder pr' rek. Funktion
einen entsprechenden Term aus P definieren. Insbesondere definiert man ein

Funktional D für die absolute Differenz und Funktionale v, A, r, --+, die den

aussagenlogischen Junktoren entsprechen.
Ist !I eine 2-st. Nennform derart, daß !Ilx',y'f ein Term vom Typ o ist, so be-

zeichnen wir den Ausdruck )x'V y'LlÍxu, !"fals Allformel. Ausdrücke mit mehre-

ren Quantoren I I . . .VV. . . werden nach einem festgelegten Verfahren zu All-
formeln kontrahiert. Eine Allformel lxuYyuÛIlx',lul heißt gtiltig, wenn man

einen Terrn t' aus P angeben kann, in dem y' nicht frei auftritt, so daß tQlft", yu I
erfüllt ist (Abk. : =1 

x'Y y' !Ilx', y" l).
Es wird nun induktiv zu jeder Formel C von IG eine Allformel C* definiert.
Den Typ (ai, þi, o--+o) kurzen wir dabei mit o' ab.

C C

1) tt:tt

2) (xi t)

l xoV yo (ço tr¡ tr) mlt x', yo nichr in tr, t,

lxoly yao, þ9t x"! ,0? ¡',

Für die Fälle 3)-5) seien l* :lxuY y'Dl[x, y] und B* =11úY 1ÛAlf , ,'l bereits

definiert.

3) AnB

4) AvB

5) A-+B

Für dieFälle 6)-9)seir4*=l x'VyuQIfxu,lu,z*lmitz*:xot bzw. z*:-2",t' bereits

definiert.

6) lxuA

7) Y xuA

8) 1xíA

lxrY yit (2Il*, yln A [.i, Í])
12" xfVyit ((2" xQIÍx, yl)v ((-r") n A [;, Í]))
I f i" î"'tv x'i,' (ùrlx, (:îx)itl--tsú 

", il)

)f x'Y y'Vllx, y, f l

1f'uV xoyuSllîx', lu, xol

3 ; " 
al1r "u¡y ¡ t al@ x +- a)

((1 r[' " " 
nt u¡u" rl:itr, x u, f {ai} x o, II,, x u) o . 

" 
î )
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9) V rkA

Wolfgang Maaf

f i^,tkÎ'k+!)V îv 
aÍ,@ x rk\

(çA *f," "'ut o¡tu[l erlf 6 {ãí} (il, x t), Ir, x u, Ir, x u) 
" 
. 

" 
î ).

Bemerkung: sei l*:f x"Yy'Lr[x, y]. Dann läßt sich durch Induktion nach der
Länge von A zeigen, daß u, u und A die gleiche Schicht haben.

Beweis: Induktion nach der Länge von A. Z.B. gilt fnr A:(Xi t) : jxãV ytell!,
lxû, yu, V*f=Jx*tY /' ((Àzy, zy, xoElzr, zr, xol) x*' y.' t) und (A x,[V])* :lzirV z|Elzr, zr, tl.

Satz 3 (Interpretationssatz) :

IGli^C = f 9* Dabei kann ein C* erfüllender Tþrm / mit lrl <oro+r und Kl<
@.(p+ 1) definiert werden.

Beweis: Induktion nach a, Fallunterscheidung nach dem letzten Schluß in der
Herleitung von C. Der Beweis verläuft ganz analogwie bei Girard. Bei Schlüssen
mit unendlich vielen Prämissen werden die unendlich vielen Terme, die die
*-Übersetzungen der Prämissen erfüllen, in einem Term zusammengefaßt, der
dann die *-Übersetzung der Konklusion erfüllt.
Beispiel: (24) A-+B",Íxil für o<ttA--+vxiB mit x,' nicht in A oder B rür
o <T.
Sei l* :lx'V y'VIIv',lul und ,B* :jÍãV Iõ1t_flo, io, zí,1. (+.) (A-B*Ílxi])* =
f X'no" Y'uoV xuyuo (W¡x, tXx¡yl-glii lyx. y, zi'l) ist nach I.V. mit geeigne_

ten Tèrmen /o, so erfüllbar (dabei sei u"::ù_,Iu"il und uo :=õ_,[øi]). Es ist

(A --+V X i B)* : 1 X,,' )¡10-., ¡-, yu + r a! þ¡: a¡r¡ 
xu y v øtí (õ x ri\ (QI lx, qX x¡ y1-

-,(çÀx,¡ " ",alii[(yx) {a} (ilrx,), ntx¡, Irzx¡),.,r)).

Die erfüllenden Terme /, s werden folgendermaßen definiert:

¡' : Q,x, Q,xlo " 
o, ((to zi, IlI rx,lx'\ II tx,)),.. )

5. : (l x' ( A ( À zi, ß 
" 

x, )\) 
" 
.,) .

n sich darauf beschränken, rn (A--+l Xi.B)* für y Terme
inzusetzen. Setzt man z.B. (Eq{ø"''lu.twl)mit w:-wr,w,
für y ein, so kann man die Gültigkeit dieser Allformel
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mittels Reduktionen auf die Gültigkeit von (*oo) zurückführen (dabei wird das

Church Rosser Theorem benutzt).

Bemerkung: Die Zuordnung von erfüllenden Têrmen aus P zu Herleitungen in

IG kann durch eine pr. rek. Funktion beschrieben werden.

Folgerung : Die Systeme G, I G sind konsistent (weil (1 : 0)* in P nicht gültig ist ).

Satz 4: Die Klasse der in G beweisbar rekursiven Funktionen stimmt überein

mit der Klasse der rco-rekursiven Funktionen.

Beweis: Die rco-rekursiven Funktionen sind beweisbar rekursiv in G (s. Kino [3]).
Ist andererseiis fI eine pr. rek. Funktion und gilt GFVnly(H(x,y):0), so

lieflert die Funktionalinterpretation der -¡ --r -Übersetzung ein Funktional
slo--+o aus P, so daß =D((Hn) 

(sr))O für alle n e N gilt. Man erhält dann

durchf(n)::W(sn) eine mittels der rco-rekursiven Funktion Y.o,", definierte

rco-rekursive Funktion / für die gilt Y n (n çn,7 çn¡¡ : O).

Bemerkungen:
1) Jede rco-rekursive Funktion/läßt sich durch ein Funktional sr lo-'+o aus P
definieren, in dem alle unendlichen Terme durch pr. rek. Funktionen beschrieben

werden (denn: / ist beweisbar rekursiv in G, wobei man sogar mit einer Herlei-

tung auskommt, in der alle Schlüsse mit unendlich vielen Prämissen durch
pr. ìek. Funktionen beschrieben werden. Weil die --rr-Übersetzung und die

Funktionalinterpretation pr. rek. sind, ist dann der erfüllende Term aus P von

der gewünschten Form).
2) Man erhält aus der Funktionalinterpretation in üblicher 'Weise die No-
Counterexample-Interpretation für die prädikative Analysis.
3) Ein analog wie G definiertes System der ll-Analysis kann in G interpretiert

'werden (s. Feferman U]). Aus der angegebenen Funktionalinterpretation er-

hält man für dieses System ebenfalls die V/iderspruchsfreiheit, eine Charakteri-
sierung der beweisbar rekursiven Funktionen und die No-Counterexample-
Interpretation (s. Maaß [4]).
4) Die Funktionalinterpretation kann auf Systeme der geschichteten Analysis
mit höheren Schichten als rco übertragen werden.
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