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EINE FUNKTIONALINTERPRETATION DER PRADIKATIVEN
ANALYSIS*

Von Wolfgang MaafB}, Miinchen

In der klassischen Analysis treten impridikative Definitionen auf: Man definiert
spezielle Teilmengen der natiirlichen Zahlen N unter Bezugnahme auf die Ge-
samtheit aller Teilmengen von N (z.B. M :={y e NV X F(X, y)}). Dagegen darf
man in einer pridikativen Analysis bei der Definition einer Menge nur auf solche
Mengen Bezug nehmen, die man schon vorher in pridikativer Weise definiert
hat. Man erhilt nach Feferman [1] und Schiitte [7], [8] ein addquates System der
pradikativen Analysis, wenn man an Stelle von Mengenvariablen X, die iiber
alle Teilmengen von N laufen, Mengenvariablen X* verwendet, die nur lber
Mengen einer Schicht <t laufen. Dabei 1dBt man als Schichten nur solche Or-
dinalzahlen zu, die kleiner sind als die erste imprédikative Ordinalzahl «.

Wir geben in der vorliegenden Arbeit eine Funktionalinterpratation fiir dieses
System der pridikativen Analysis an. Dabei gehen wir aus von der Funktional-
interpretation fiir die klassische Analysis nach Girard [2] und ordnen den Typen
der Funktionale Schichten zu. Diese Schichtenzuordnung wird so vorgenommen,
daB fiir die einer Formel A4 der pridikativen Analysis zugeordnete Aussage
A*=3x"Vy*UAx, y°] der Funktionalsprache gilt: Die Typen u und v haben
dieselbe Schicht wie die Formel 4. Die Verwendung von geschichteten Variablen
o, f° fiir Typen laBt sich dann folgendermaBen motivieren: Bei einer Formel
A(x) mit einer freien Zahlenvariablen x ist es klar, welchen Typ u die entspre-
chende Funktionalvariable x* in der Formel 4 (x)* erhilt: Sie erhilt den Typ o,
weil dies der Typ der natiirlichen Zahlen ist. Bei einer Formel A(X") mit einer
geschichteten Mengenvariablen X* ist die Situation dagegen schwieriger: Man
kann fiir X" in dieser Formel beliebige Pradikatenterme V'={y|B(y)} mit Formeln
B(y) einer Schicht <t einsetzen. Ordnet man diesen Pridikatentermen V' die
Funktionale ¥*=Axy'Axy2Ay° B [x}, x52, 3°] vom Typ (w,, w,, 0—0) zu, falls
B()*=3x¥1V xy2 B [x}2, x5, )°] ist, so ist der Typ u der Funktionalvariablen
x* in A(X*)*, die der Variablen X* entspricht, so zu wiéhlen, daB jedes dieser
Funktionale V* fiir x* eingesetzt werden kann. Weil die genaue Struktur der
Typen w,, w, dabei von der Komplexitit der Formel B(y) abhidngt, weil man
bei der gewihlten Schichtenzuordnung lediglich, daBl die Schichten von wy, w,
kleiner als t sind. Daher wihlt man u :=(o, f*, 0—>0) mit Variablen o, f* fiir
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beliebige Typen einer Schicht <t. Der Formel 3X* A(X") entspricht dann in
der Funktionalsprache die Aussage Ja®r3x®"#"~) (4(X"))*. Um gesonderte
Quantifikationen iiber Typen zu vermeiden, fat man diese Quantoren zu einem
einzigen Quantor 3xY*«#*@.F%0=9 Zusammen, wobei die Angabe eines Funk-
tionals vom Typ v o' f°(af, 7, 0—0) gleichwertig sein soll mit der Angabe von
Typen w, , w, einer Schicht <7 und eines Funktionals vom Typ (w,, w,, 0—0).
Wir geben zunéchst in § 1 ein System G der pradikativen Analysis an. Da dies
System zur vollen Ausschdpfung der Pradikativitit Schluiregeln mit unendlich
vielen Pramissen enthilt, werden bei der Definition des Funktionalsystems P in
§ 2 unendlich lange Terme zugelassen. In § 3 wird die Normalisierbarkeit der
Terme von P durch Transfinite Induktion bis x, bewiesen. Das Church-Rosser-
Theorem fiir P ist wegen dem Auftreten von unendlich langen Termen nicht
trivial und wird in § 4 ebenfalls durch Transfinite Induktion bis x, bewiesen. In
§ 5 wird eine konstruktive Variante P des Systems P angegeben, auf die sich die
Beweise fiir P iibertragen lassen. In § 6 wird dann eine intuitionistische Variante
IG der pridikativen Analysis in dem System P interpretiert. Als Folgerungen
erhilt man fiir das System G und ein entsprechendes System der Al-Analysis die
Widerspruchsfreiheit, eine Charakterisierung der beweisbar rekursiven Funktio-
nen und die No-Counterexample-Interpretation. Viele der hier nur skizzierten
Beweise sind in Maaf3 [4] ausfithrlicher dargestellt.

§ 1. Definition des Systems G der priidikativen Analysis

Wir legen eine primitiv rekursive Standard-Wohlordnung < vom Ordnungstyp
ko +1 auf N zu Grunde. Die einer Ordinalzahl a <k, entsprechende natiirliche
Zahl bezeichnen wir mit '«', die durch eine natiirliche Zahl n repriisentierte
Ordinalzahl mit |n|. Man definiert in {iblicher Weise (s. z. B. Kino [3]) fiir a <, +1
die Klasse der a-rekursiven Funktionen beziiglich dieser Wohlordnung <. Es
sei jeder (i, + 1)-rekursiven Funktion f'eine Nummer /" zugeordnet, aus der der
Definitionsweg von f ersichtlich ist.

Es wird die folgende pr. rek. Kodierung fiir endliche Zahlenfolgen verwendet:
(my,...,m)=my,...,m> =pt, . .. pm™ (p; sei die i-te Primzahl). Die Um-
kehrfunktionen erhilt man durch m=p{',. .., pfr—k,=: (m), fir 1<i<n.

Grundzeichen des Systems G':

1) Zahlenvariablen x,, x,,. .. .

2) Fiir jede Ordinalzahl ¢ <x, 1-st. Pradikatenvariablen X7, X3,. .. .
3) Die 2-st. Priadikatskonstante =.

4) Funktionskonstanten fiir die pr. rek. Funktionen.

5) Die Zeichen 0, A, v, —»,3,V, {, |, }, () und das Komma.

Terme:
1) 0, x;, x5,... sind Terme.
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2) Sind t,,..., ¢, Terme und ist f eine n-st. Funktionskonstante, so ist auch
flty,...,t,)ein Term.

Formeln mit ihren Schichten:

1) Sind #,, t, Terme, so ist (¢; =t,) eine Formel der Schicht 0.

2) Ist ¢ ein Term, so ist (X°¢) eine Formel der Schicht o.

3) Sind A4, B Formeln der Schicht o bzw. 7, so sind (4 A B), (4 v B) und (4— B)
Formeln der Schicht max (o, 1).

4) Ist A Formel der Schicht o, so sind auch 3x 4 und V x 4 Formeln der Schicht o.

5) Ist 4 Formel der Schicht o, so sind 3X"4 und VX* 4 fiir 7>0 Formeln der
Schicht max (g, 7).

Varietiiten mit ihren Schichten:
Ist 4 eine Formel der Schicht o, so ist {x|4} eine Varietit der Schicht o.

Bemerkungen:

1) S sei die Funktionskonstante fiir die Nachfolgerfunktion. Fiir Terme der
Gestalt S(S...(SO)...) mit n-maligem Auftreten von S schreiben wir n.

2) 4 :=(4-(1=0)).

3) Die Substitutionen A, [¢]und Ayo[{x|B}] werden so definiert, daB durch vor-
herige gebundene Umbenennung Variablenkollisionen vermieden werden. Dabei
gehe die Formel Ao [{x|B}] aus 4 hervor, indem alle Formeln der Gestalt (X°¢)
in A, bei denen X7 in A frei auftritt, ersetzt werden durch B, [t].

4) Terme und Formeln ohne Variablen werden als numerische Terme bzw.
Formeln bezeichnet.

5) Es sei in iiblicher Weise jeder Formel A4 eine Gédelnummer "4 zugeordnet.

Axiome und GrundschluBiregeln:
(1) 4-4
(2) ArB—A
(3) AAB-B
(4) A-AVvB
(5) B-AvB
(6) 1=0-4
(7) C»4,C->B +—C—->AAB
®8) A-C,B->C —~AvB-C
©) AANB-C +A-(B-C)
(10) A-(B—>C) —4AAB->C
(11) B —A—B
(12) A, A-B +B
(13) A»B, B-C —A-C
(14) Av 4
(15) VxA— A, [t]
(16) A, [t]1—-3IxA4
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17y A>B+—A-VxB
(18) B4 +3xB—-A4
(19) 4, falls A eine wahre numerische Formel ohne v ist
(20) 4 B, falls B aus 4 hervorgeht mittels gebundener Umbenennung und Er-
setzung numerischer Terme durch numerische Terme gleichen Werts
(21) A [n]furalleneN —A4
T B . .
gg; ZXT[?J;}’i —E{H)C J‘,,/};I]} falls B eine Schicht <t hat
X‘[
(24) A->By:[X7] furalleo<t l—A—»VX}B} falls kein X7 mit ¢ <7 in 4 oder
(25) By:[X7]—A firalleo<t —3X]B—Af B auftritt.

} falls x nicht frei in 4 auftritt

Herleitungen:

1) Wenn 4 ein Axiom nach (i) ist, und die Schicht von A<o <k, ist, so ist
G, "o, Ta, TA T fiir alle a <, eine Herleitung von 4.

2) Sind m; € N Herleitungen von B, fiir j=1,. .., k,ist By ,. . ., B, 4 ein Grund-
schluB (i) und sind |(m,)s],. . .,|(m);| sowie die Schicht von 4<a<r,, so ist
<G, T, 'o, T4, my,. .., my) eine Herleitung von A4, falls |(m;),| <« <1, ist fiir
j=1,.. ., k.

3) Ist fir alle je N m; eine Herleitung von A4, [j] mit |(m 1)2| <o <Ko und ist f
eine a-rekursive Funktion mit f(j) =m; fiir alle j € N, so ist (21, "a", "a", '47, /">
eine Herleitung von A. (Analog fiir die Grundschliisse (24) und (25).)

Wir schreiben G 1% 4, falls es eine Herleitung m von 4 gibt mit (m),= "o’ und
(m);="o".

Das durch Weglassen des Axioms (14) (tertium non datur) aus G entstehende
System der intuitionistischen priadikativen Analysis wird mit /G bezeichnet. Mit
Hilfe des Rekursionstheorems fiir pr. rek. Funktionen kann man eine pr. rek.
Funktion definieren, die jeder Herleitung 14 in G eine Herleitung - A" in
IG mit f<w(x+1) zuordnet (wobei 4' durch eine ——1-Ubersetzung aus 4
hervorgeht).

§ 2. Das Funktionalsystem P

Typen mit ihren Schichten:

1) o ist ein Typ der Schicht 0.

2) Die Typenvariablen of, 7 mit i € N und ¢ <x, sind Typen der Schicht o.

3) Sind u, v Typen der Schicht ¢ bzw. 7, so sind # x v und u—v Typen der Schicht
max (o, 7).

4) Ist u ein Typ der Schicht 7, so sind Aaf f7u und v af f7u Typen der Schicht

max (t, o).
Die simultane Quantifikation nach 4) kiirzen wir oft ab durch A &’u bzw. v afu.
Anstatt (u;—(...(u,~u)...)) schreiben wir meist u,,. .., u,—u.

Der Rang Ru eines Typs u:
1) Ro=0
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2) Rayj=Rfi=w -1
3) Ruxv=Ru—v=max (Ru, Rv)+1
4) Radu=Rva'u=max (w1, Ru+l).

Bemerkung: Ist  ein Typ der Schicht o, so gilt Ru=w - 6 +m mit m <. Sind
W :=w,;, w, Typen einer Schicht ¢’ <<, so gilt stets RAd’u=Rv & u>Ru_[W].

Terme von P mit ihren Typen:
(r —u steht fir ,,r ist ein Term vom Typ u*.)

1) Fiir alle Typen « und i e N ist 0" —u und x¥ u.

2) S+o—o.

3) @M uy, uy oy Xy 7" uy xuy—uy fiir j=1, 2.

4) Fiir u :=v,:[W]— v a'v mit Schicht von w;, w,=0 <71 ist E" —u.

5) r —v=(Ax}r) —u—v. Dabei werden die in r freien Variablen x} gebunden.

6) w, , w, Typen einer Schicht o <7, r = A & 0 = r{W} v [W].

7) Sei v, :=vg [} ] mit o, B} nicht frei in v und (Ax*rr,) v, —u fiir y<t. Falls
fiir alle y <7 o, B! nicht frei in # und nicht frei im Typ einer freien Variablen
von (Ax"rr,) auftreten, ist (Axrr,), <. va@v—u (abgekiirzt: (Axr,),.)-
Dabei werden die jeweils in (Ax*7r,) freien Typenvariablen of, B} gebunden.

8) Sei r, —v,[&]] mit o, B} nicht frei in v und nicht frei im Typ einer freien
Variablen von r, fiir y<t. Dann ist (4r,),<, — A& v. Dabei werden die je-
weils in r, freien Typenvariablen o}, 8} gebunden.

9) Sei r; +u fiir i<w. Dann ist {r;>; ., —o—u.

10) Sei r —u—v und s —u. Dann ist (rs) —v.

Mit Hilfe von gebundenen Umbenennungen zur Vermeidung von Bindungskol-
lisionen definiert man Substitutionen r|J bzw. r,u[s*], bei denen jeweils alle freien
Auftreten von of, §; bzw. x| in r durch w;, w, bzw. s ersetzt werden.

Zur bequemen Formulierung der Konversionsregeln zeichnen wir zunéchst ge-
wisse Nennformen als i-Formen aus (i=1,.. ., 4):

1) (* s) ist fiir jeden Term s eine 1-Form.

2) (II;*) ist fiir j=1, 2 eine 2-Form.

3) ((Axr,), < *) ist fiir jeden Term (Axr,), <. eine 3-Form.

4) ={w} ist fiir Typen w=w,, w, mit gleicher Schicht eine 4- Form

Wir teilen eine i-Form durch &; oder % mit. % [r] entsteht aus %, indem * durch
r ersetzt wird.

Konversionsregeln

(1) (Axr)se=r[s]

) I;(®r)r,) =r; fir j=1,2
3) ((Ax".yrw]rv )y <. (Es’a™! )> =Pyl X2 [s°z™1]  wobeiy,die (gemeinsame)
Schicht von w,, w, ist. (Der rechts stehende Term wird oft abgekiirzt durch

yolls1)
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(4) (4r,), <. {7} =r, [, wobei y, die (gemeinsame) Schicht von wy, w, ist

(5) (Krdi<on)Er,
6) #[0]=0 fir i=1,2,4

(M) (A1), < 0) ol oo [0]

®) Fil(Axr)), < s]E@xF[r,])y<.s

fir i=1,...,4
O) ZiKrpi<o1ELF: D <08
Reduktionsregeln:

1) rer

2) r=r' falls r nach einer der Konversionsregeln zu r’ konvertiert

) rier, ses = rse=r's, Axrieixr’ und r{w} =r' {(w}

4 r E=r, fir y<t = (Axr,), <. =@Axr)), <, und (4r,), =(A4r)), <,
5) r,~|=r§ fur <o = <ri>i<w’:<r1{>i<w

6) ri=s, sEr =>rEr.

Ein Term heif3t normal, wenn er keine konvertierbaren Subterme enthilt.

Ist u der Typ eines bei einer Konversionsregel doppelt unterstrichenen Terms,
so nennen wir Ru den Konversionsrang der jeweiligen Konversion. Die Konver-
sion (5) hat keinen Konversionsrang. Mit Kr bezeichnen wir die kleinste Ordinal-
zahl, die gréBer ist als die Konversionsringe der konvertierbaren Subterme des
Terms r.

Definition der Liinge |r| eines Terms r:
1) |r|=1 fiir alle Variablen und Konstanten r

2) |(rs)|=max (Jr|, |s|)+1
3) |lxr’=|r{v?1}]=|r|+1
4) |(Axr,), < | =]|4r, )v<t|—sup (|r,|+1)

5) ’<ri>i<w| =SBP (|ri| +1).

Bemerkung:
1) Wir lassen in dem System P nur Terme r mit Kr, |r| <k, zu.
r|, Kr|g,=0 falls Kr=0,

Kr [s"]<max (K7, Ks, Ru+1).

af

[ [s*1|<|s|+ 7],
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Formulae-as-types Analogie:

Man kann die Typen von P auffassen als Formeln einer geschichteten Aus-
sagenlogik 2. Stufe. Die meisten Terme kann man dann deuten als Herleitungen
der ihrem Typ entsprechenden Formel in einem System des natiirlichen Schlie-
Bens fiir die intuitionistische Aussagenlogik 2. Stufe entsprechend Prawitz [6]
(dabei werden dann auch die Bedingungen an die Typenvariablen bei der Term-
definition plausibel). Die Konstanten T, ®, E entsprechen Operatoren auf Her-
leitungen, z.B.:

¥ N 8

| | I
l | | |
| | ® T |
| | == | | (®0)s).
u v u v
UXv
Die Konversionsregeln sind analog zu den Reduktionen zur Beseitigung von
Maximumformeln beim natiirlichen Schlieflen, wobei dic Typen der in den
Konversionsregeln doppelt unterstrichenen Terme die Rolle der Maximumfor-
meln spielen. Z.B. 148t sich die Konversion (3) deuten als 3-Reduktion mit der
Maximumformel \/&'v, wobei fiir eine typengerechte Termanwendung bei der
J-Elimination ein Zwischenschritt (+) erforderlich ist:
[ vo_(,[&o]...v_t[&y]...

x

| | s
| (Es) |7 .
§ vl 7] (3-Einfiihrung To th/ Ty (Axa ), o
—a .72 | mit Operator E) (+
&' Vav—u : (3-Elimination)
u
S

|
|
|
| -_—
= 0 T et [8]
|
|

(yo ist die Schicht von wy, w, =w).

Der Konversionsregel (8) entsprechende kommutative Reduktionen werden in
Prawitz [6] zur Beseitigung von Maximumsegmenten benutzt.

§ 3. Normalisation der Terme von P

Induktive Definition der i-Gestalt filr i=2, 3, 4:
1) (®r)r,) und 0“***> haben 2-Gestalt.
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2) (Es) und 0¥** haben 3-Gestalt.
3) (4r,),<. und 0"** haben 4-Gestalt.
4) ((Axr,),<.s)hat i-Gestalt fiir i=2, 3, 4.

5) Seij, € N und r;, habe i-Gestalt. Dann hat auch ({r; Vi<0q) i-Gestalt
(i=2,3,4).

Bemerkung: Die Terme » von i-Gestalt sind in mancher Hinsicht verwandt zu
solchen Herleitungen im Kalkiil des natiirlichen SchlieBens, bei denen als letzter
Schluf} eine Einfithrungsregel steht. Ein Term &, [r] dhnelt dann einer Herleitung,
bei der auf diese Einfithrungsregel eine Eliminationsregel folgt.

Induktive Definition der i*-Gestalt fiir i=2, 4:
1) (II;r) hat 2*-Gestalt.

2) r{w} hat 4*-Gestalt.
3) r hat i*-Gestalt = (rs) hat /*-Gestalt (i=2, 4).
4) r; hat *-Gestalt fiir alle j<w = ({r;>;<,,q) hat i*-Gestalt (i=2, 4).

Lemma 1: Sei i € {2, 4} und j € {2, 3, 4}. Dann gilt: r hat i*-Gestalt = r hat keine
J-Gestalt.

Beweis: Induktion nach |r|.
Fiir einen Term ¢ —u schreiben wir im folgenden oft Rf anstatt Ru. Wir definieren

sl falls t=(rs)
ft):= Dann ist f(t)=w!!.
ol sonst.

Lemma 2: Sei 1=(rs) oder ¢= {w} mit r, s normal. Dann gibt es zu ¢ einen Term

7 mit ¢ =7, [{|<f(t) und KI<Rr. Zusitzlich gilt:

A) Falls t=(rs) ist und r i*-Gestalt hat, ist 7 normal und 7 hat ebenfalls i*-Gestalt
(i=2, 4).

B) Falls r=4%;[p] ist (i=2,3,4) und p keine /-Gestalt hat, ist 7 normal und fiir
ie{2, 4} hat 1 i*-Gestalt.

C) Falls t=%,[s] ist (i=2, 3), ist KI<Rs.

D) Falls t=<{r,>;.,q ist, ist 7 normal.

Beweis: Induktion nach f(7).

Falls ¢ nach einer der Konversionsregeln (1)— (7) konvertierbar ist, so fithrt man
diese eine Konversion ¢ =¢" aus und definiert 7 :=¢'.

Sei nun t=%[{r>;<,p] (i€{l,...,4}) nach (9) konvertierbar. Dann ist
S(Fi[r;D<f(2), es gilt also nach LV.: #,[r;];=7,[r,] und #,[r,] hat die gefor-
derten Eigenschaften. Es folgt 1 =% [r;]>;<,p I=<9~/"—,~\[;j/]>j<wps . 1.
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zu A): Nur fiir i=1 und r={r;>;,,p ist moglich, daB ¢=(rs) ist und r 2*-Gestalt
oder 4*-Gestalt hat. In diesem Fall hat jedes r; 2*- bzw. 4*-Gestalt = (I.V.) jedes
9/{1?7] hat 2*- bzw. 4*-Gestalt und ist normal =7 hat 2*- bzw. 4*-Gestalt und

ist normal.
zu B): Falls {r;>;.,p keine i-Gestalt hat fiir i=2, 3, 4, so hat kein r; i-Gestalt.

LV. = m ist normal und fiir i=2,4 hat jedes &Z, [ ] 2*-bzw. 4*-Gestalt
= 7 ist normal und fiir i=2, 4 hat 7 2*- bzw. 4*-Gestalt.

zu C): Nach L.V. ist KZ; [: 1S Rrj=R{rj<op> also ist KIS R <P
Falls t=7;[(Axr,),<.p] ndch (8) konvert1erbar ist, verfihrt man analog.
Die Elg,ellscllallcn A)— D) lassen sich bei jedem Fall trivial mitbeweisen.

Wir benutzen im folgenden die 2-st. Ordinalfunktion ¢ mit

1) ¢(0, ) =w®
2) @(B, -) ist fiir 0 die Ordnungsfunktion der Menge {3|q)(11, 3)y=23 fiir alle

n<p}.
Satz 1: Zu jedem Term ¢ gibt es einen Term 7 mit ¢ =7, f normal und [f|<g(?) :=

A) 7 hat i-Gestalt = ¢ hat i-Gestalt, i=2, 3, 4
B) t=%,[r]r,...r,, n=0 = ¢ hat i*-Gestalt, i=2, 4.

Beweis: Induktion nach g(¢).

Wir bezeichnen die nach Lemma 2 gewonnenen Terme wieder mit % F,.... Fir
i=1, 2, 3 bezeichnen wir den durch Weglassen des Nennzeichens * in %, ent-
stehenden Term manchmal ebenfalls mit %;.

1) t=%,[r],i=2,3,4 o —~
Firi=2, 3giltnach LV.: t e &, [F] = Z,[F1=: 1; fiir i=4: t = F [Fl=F[F]=: 1.
Dann ist nach I.V. und Lemma 2 || <g(t).
a) Rr=Kt: 7:=1. Kr<Kt<Rr = r hat keine i-Gestalt = (I.V. A)} 7 hat keine
i-Gestalt = (Lemma 2 B)) 7 ist normal und fiir i=2, 4 hat 7 i*-Gestalt; fiir i=3
hat ¢ 2-, 3- und 4-Gestalt. Mit Lemma 1 folgen daraus A) und B)

)=

b) Rr<Kt:
g(t) = (AV)iei=:1. Dabel ist |—]<g(t)<g(t)
zu A), B): Fiir i=3 hat ¢ 2-, 3- und 4-Gestalt, fiir i=2, 4 ist Rt < Rr< K.

2) t=F[rlry.. ¥, 1r,,,n>0 i=2,4
si= L[r]rl oy LV. = t £5F, =57, =1 1.
a) Rs=Ks: ?:Ef. 1.V. = § hat i*-Gestalt = (Lemma 2) ¢ ist normal und hat
*-Gestalt (= A), B)).
b) Rs<Ks: Lemma 2 = Ki<Rs<Ks<Kt = (wie in 1) b)) g(t)<g(1). LV.
= t=t=:1 Esist Rt<Rs<Ks<Kt = A), B).
[Flre...ry_11y, n>0 . .
Fylrlry. ... L V. = t =57, =5F,=: 1. Wegen Konversionsregel (8) ist
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RZF4[r]<Kt = Rs<Kt. Lemma 2 = KI<Rs<Kt = g(f)<g(t) = (LV.)
fe=f=:1 EBsist Rt<Rs<Kt = A), B).

4) 1= 0qrs. . .1, Oder t=(Axr)r,. .1\, n>0
Analog wie 3).

§) tE<rj>j<a)> ('{xry)y<r, (A ry)y<r

VISP icws (AXTF) <0 (A7), ..

6) 1=Cspjend )

LV. = 16 i<0d =<8 <od=:t. Lemma 2 D) = ¢ ist normal. Zu A): Falls
1 i-Gestalt hat (i € {2, 3, 4}) und Rz=Kt ist, gibt es j, € N, so daB 5,, i-Gestalt
hat, und es ist Rs; = Rt>Kt>Ks; = (1.V.)s; hat i-Gestalt = ¢ hat i-Gestalt.
Die tibrigen Fille folgen trivial aus der 1.V.

Definition: Terme von P, die keine freien Variablen fiir Typen oder Terme ent-
halten, bezeichnen wir als Funktionale.

Lemma 3: Sei ¢ ein normales Funktional vom Typ «. Dann gilt:

a) u=o = ¢ ist ein Term der Gestalt # mit n e N,
b) u=u; xu, = t=(®r)s oder t=0.

c) u=\/a'v = t=(Es) oder (=0.

d) uz><o'c‘v = t=(Ar,) oder r=0.

y<t

Beweis: Induktion nach |¢|.

§ 4. Church Rosser Theorem fiir das System P

Das Church Rosser Theorem fiir den Reduktionskalkiil von P ohne die Kon-
versionsregel (8) 148t sich nach der in MaaB [5] (fiir typenfreie A-Kalkiile mit un-
endlich langen Termen) angegebenen Methode beweisen. Es macht aber Schwie-
rigkeiten, auch fiir die Konversionsregel (8) eine geeignete 1-Schritt Reduktion
zu definieren; z.B. werden im folgenden Diagramm bei (+) zwei Schritte ge-
braucht
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((Axr,)y <o ((2935)5<0P) )1

ein Schritt nach ein Schritt nach
(8) mit i=1 (8) mit i=3
(lx(r'yt))y<r((/1ys5)6<ap) ((,{y ((/lxry)y<ts5))6<dp)t
. . (+)
?g)l i(ﬁl?;t?jnach (Ay ((Ax1y),<c85)1) )s<oP zwei Schritte nach

/ (8) mit i=1

(j’y ((A‘x(ryl) )y<tsﬁ))é<op

Man sieht aber, daB an der Stelle (+) bei der zweiten Reduktion ein kiirzerer
Term konvertiert wird als bei der ersten. Wir benutzen diesen Hinweis und be-
weisen zunichst ein Church Rosser Theorem fiir einen Reduktionskalkiil P, der
nur kommutative Regeln enthilt. Mittels der Regel [9] dieses Kalkiils wird dabei
der zweite Schritt bei (+) vom ersten Schritt ,,verschluckt®, weil beim ersten
Schritt ein lingerer Term konvertiert wird. Im vollen Reduktionskalkdiil > lassen
wir dann eine beliebige Kette von Reduktionen nach j> als 1-Schritt Reduktion
zu. Die Church Rosser Theoreme fiir > und [ werden ganz analog wie in Maal3
[5] bewiesen, sodaBl wir die Beweise hier nur skizzieren brauchen. Als ,,Reduk-
tionsordnungen* «, 8, y. .. lassen wir im folgenden nur Ordinalzahlen <, zu.
AuBerdem soll fiir die verwendeten Terme stets |r|, ||| <, gelten. Man kommt
dann bei den Beweisen mit Induktionen bis k, aus. Es sei dabei ||r|| analog defi-
niert wie |r| in § 2 mit 2) ersetzt durch 2°): 2') ||(rs)||=|r||4 [|s]|. ||7]| hat gegen-
iiber |r| den Vorteil, daB ||s||<||r|| ist, falls s durch kommutative Konversionen
aus r hervorgeht. Es gilt stets: |r|<||r||< o

Anstatt (Axr,),<, und (A4r,),., schreiben im folgenden oft nur (ixr,) bzw.
(Ar,). Analog bei {r;>;,-

Der Reduktionskalkiil |> fiir die kommutativen Regeln

Wir schreiben |- anstatt > - r 7' soll bedeuten, daB8 r}> ' zuletzt nach Regel
o a,1 a,n an
[£] erschlossen wurde.

[1] rp r fiir alle o

[2] ﬁi[(ix%)r]P||r||(/1X<9‘7i[Sy])V
B1 Z: (s rlb ylFls; Dr

4] rpr =rspr's

o

iri=1,...,4
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= i

[6] r%r’ :Axr%ixr’ und r{W}Er’{W}

(7] SVES; fiir alle y<r:>(/1xsy)fj(lxs;) und (Asy)E(As;)
SJES} firalle jeN = <sj>E<sJ’->

9] rp's mit ie{t,...,8} und sﬂ[>r’ mit ,B<oc=>r[§r’

[10] rbsbr =r b r.
a  an ant+1
Bemerkungen:
1) Anstatt der Regel [9] konnte man bei den Regeln [1]—[8] jeweils eine an-
schlieBende Reduktion |> mit § < ||r|| bzw. B <o zulassen.

3) Fiir f<a gilt: r|>r =r|>1rbr =r>9 '
4) VP [>r mit ze{l ., 9} und [3<oc=>r]>r denn: r[>95=>r>11}>s mit
Je{i . 8}undy<a= (m1t3))r]>’t#r mit § : —max(ﬁ y)undmeN:

ror.
a
Lemma 4: r > r, und r’j> r, = es gibt einen Term 7 mit r, ﬂ}> Fund r, > F.
on m ,m an

Beweis: Induktion nach a#f.

1) n=m=1: Nebeninduktion nach ||r||.
Zuerst wird die Behauptung fiir die Falle r‘>’ I r[> r, mit j,k e {1,..., 8} be-

wiesen. Jeder dieser Fille wird in kanonlscher Welse behandelt, so daBl zwei
Beispiele geniigen:
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Seij=2, k=4 und #,=( * t). Dann gilt
(Axa,)rp's mit 1 €{1,2,3,4,5,9}.
B

/=2
((Axs,) (Ayps)D)t
a—|(,1y1V \q
(Axs,t) (Ayps)q) ((Ay(xs,)ps)q)t
Il
(/Iy ((Axs,)ps)t)q
||('1.VP5)H o
iy(lxs Nps)q
l=5:
(lxs )r)t
/ \
(Axs,t)r ((Axs,)r')e
\ Il
(weil ||r']|<
(Axs,t)r’ [Ir|| ist)

Nachdem die Fille j, k <9 abgehandelt worden sind, kénnen die restlichen Fille
bewiesen werden:
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J<9, k=9:Es gilt also rp>°s}p> r, mit e<9 und y < .
b 7,1

.
a B
S
r
7, 1
BN\ (+) x
P "2
BN nt N\(++)/
f

wobei (+) aus den vorherigen Fillen und (+ +) aus der I1.V. folgt. Der Fall
j=k=9 ist analog.

2) n=1, m=1: Nebeninduktion nach n mit Hilfe von 1).
3) n=1, m=1: Nebeninduktion nach m mit Hilfe von 2).

Der volle Reduktienskalkiil [
o,n

Wir schreiben > anstatt [ und rDr’, falls r [} ¥’ zuletzt nach Regel (i) erschlossen

a,1 a,n a,n

wurde. Bei denafolgenden Regeln sei stets a>1.
(D rbr =rhr
B.n 0
(2) rpr firalle a=1
3) rDr,shs = (AxryshPrils']
@) r;pr fir i=1,2 = II; ((®r1)r2)|>r;-,j=1, 2
(5) Axr)D@Axr)), sDs" = (Axr,) (Es) Dr;olx [s']
6) (4r,) Q(Ar;) = (4r,) {w} Dr;0|
() Krp D<rid> = {rpnhr,

(8) 050 fiir alle a>1
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9 H;,0p0 fiir alle a>1
(10) (Axr,) E(/lxr;) = (/lxry)0|o>(r(’)|x[0]
(11) 0 {w} DO fiir alle a>1
(12) rDr,sps’ = rspr's’
(13) rDr' = AxrpAxr’ und r{w}pr'{w}
(14) r,Dr, furalle y<t = (Axr,)D(Axr,) und (4r,)D(4r))
(15) r;pr; furalle ie N = {r> D>
(16) rp's mit ie{2,...,15} und S,;I> v mit 0<f<a=rhr

AN rpsPri=r D r.

o a,n ant1

Bemerkung: Wir lassen » [) r’ nur dann zu, wenn es ein u <k, gibt, so da3 r D r’

an

aus den Regeln [1]-{10], (1) (17) erschlossen wurde, und dabei nur auf Terme ¢
mit |t| < u Bezug genommen wurde. Wir schreiben dann r* [y ' (analoge Schreib-

a,n

weise fiir >). Man verifiziert sofort:

rb r = r“’lrlJr1 |> r.

Bi.n B,n

Die allgemeine Formulierung der Reduktionsregeln von [ ermdglicht es, das
folgende Lemma zu beweisen:

Lemma 5: p* Dp’ und ¢" P g’ mita>0 = p, [q]*T* |>p;c lq'].

Lemma 6: p* P py und p* |> p, mit einer e-Zahl y = es gibt einen Term p mit
I I> p und p} Dp

Beweis: Induktion nach f. Fir f=0 wird das Lemma 4 benutzt.

Satz 2 (Church Rosser Theorem):
P |>p1 und p* |>p2 = es gibt einen Term § und ein g<¢ (o - (@3 f)+n+m,
u+lpl+1) mit pf D pundpsh p.

Oyt

Beweis: Induktion nach o# . Es sind Fallunterscheidungen analog wie im Be-
weis von Lemma 4 zu machen, wobei jeder Fall in kanonischer Weise behandelt
wird.
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§ 5. Definition des Systems P der pridikativen Funktionale

Das System P ist unkonstruktiv. Es enthélt als Terme vom Typ o—o beliebige
(mit Hilfe von Termen {r;»;.,, definierbare) nichtrekursive Funktionen. AuBer-
dem kann man |r| und Kr fir unendlich lange Terme r nicht berechnen. Man
definiert daher analog zum Begriff der Herleitung fiir das System G in § 1 eine
arithmetisierte Version P des Systems P, bei der jeder Term r durch eine natiir-
liche Zahl "' kodiert wird. Bei der Bildung eines Terms {r,,.,, (Axr,),<, oder
(4r,),<. wird dabei die Nummer einer x,-rekursiven Funktion kodiert, die die
Komponenten aufzihlt. AuBerdem kodiert man bei diesen Termen Ordinalzahlen
<t,, durch die |s| und Ks fiir die Teilterme s abgeschitzt werden. Dabei ist es
zweckmaBig, z.B. in {r;); ., nicht genau sup (|r,[+ 1) zu kodieren, sondern auch

grofiere  Ordinalzahlen «<x, als Lingenabschitzung zuzulassen. (Analog
bei K).

Man muB dann bei der Normalisation zeigen, daB zu einem Term ¢ aus P nicht
nur eine Normalform 7 aus P, sondern sogar aus P gefunden werden kann.
Z.B. muB sichergestellt werden, daB fiir 1=<{r,>,.,, der entsprechende normale
Term t=<{F;., wieder durch eine x,-rekursive Funktion beschrieben werden
kann. Dazu definiert man (s. Maal3 [4]) entsprechend dem Beweis von Satz 1
eine (i, +1)-rekursive Funktion ¥ derart, daB fiir jeden Term ¢ aus P eine Or-
dinalzahl a(¢) <k, existiert, so daB ¥ ("t")= Y oy (M) ="1" eine Kodierung 7
der entsprechenden Normalform angibt (dabei ist Y <. €in a(t)-rekursiver
,»Abschnitt” der Funktion ¥ ).

Um das Church Rosser Theorem von § 4 auf P anwenden zu kdnnen, 148t man
im System P nur solche Reduktionen r#=s zu, denen eine analog wie in § 4 defi-
nierte Reduktionsordnung « <k, zugeordnet werden kann und bei der nur
Terme mit einer durch ein p<x, beschrinkten Linge benutzt werden. Diese
Reduktionen sind ausreichend zur Normalisation entsprechend Satz 1.

Lemma 7: ¢ sei ein Funktional vom Typ o aus P und s, , s, seien normale Terme
aus P mit =5, und f=s, (o, B, u, y<ky). Dann gilt s, =s,.

Beweis: Es folgt #[s; und #;Ds,. Nach Satz 2 gibt es einen Term r aus P mit
sy Drund s, r. Als normale Funktionale vom Typ o haben s,, s, nach Lemma 3
die Gestalt s, =n,, s, =n, mit n,eN. Daher ist s, =r=s,.

Definition des Wertes Wt fiir ein Funktional ¢ -0 aus P: W wird definiert als die

nach Satz 1 und Lemma 3 existierende und nach Lemma 7 eindeutig bestimmte
Zahl ne N mit 2 =n(e, p<ikg).
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§ 6. Interpretation des Systems /G der intuitionistischen pradikativen Analysis im
Funktionalsystem P

Die Funktionalinterpretation verliuft analog zu der von Girard [2] fiir die
klassische Analysis.

Ein Term ¢ o aus P heiBt giiltig (geschrieben =) wenn gilt: Fir jedes Funktional
t* aus P, das aus ¢ entsteht durch Einsetzung von geschlossenen Typen der Schicht
¢ fiir freie Typenvariablen der Schicht ¢ und durch typengerechte Einsetzung
von Funktionalen aus P fiir freie Variablen, ist Wi* =0.

Mit Hilfe von Termen der Gestalt {r,> kann man zu jeder pr. rek. Funktion
einen entsprechenden Term aus P definieren. Insbesondere definiert man ein
Funktional D fiir die absolute Differenz und Funktionale v, A, —1, —, die den
aussagenlogischen Junktoren entsprechen.

Ist A eine 2-st. Nennform derart, daB A [x*, y°] ein Term vom Typ o ist, so be-
zeichnen wir den Ausdruck 3x“Vy” U [x*, y°] als Allformel. Ausdriicke mit mehre-
ren Quantoren 33...VV... werden nach einem festgelegten Verfahren zu All-
formeln kontrahiert. Eine Allformel 3x*V " [x", y°] heiBit giltig, wenn man
einen Term  aus P angeben kann, in dem y* nicht frei auftritt, so daB =2 [, y°]
erfilllt ist (Abk.: =3x"Vy"A[x", y°]).

Es wird nun induktiv zu jeder Formel C von IG eine Allformel C* definiert.
Den Typ (o, 7, 0—0) kiirzen wir dabei mit o, ab.

C C
1) t,=t, Ix°Vy° (D1y)t, ) mit x°, y° nicht in ¢, ,
2) (X71) AT P (273 yPT e

Fiir die Fille 3)—5) seien 4*=3x"Vy’U[x, y] und B* =337V "B [, j] bereits
definiert.

3) AAB IxxVyy (UAlx, yIABIX, 7]
4) AvVB I22x%VyP (2 A U[x, yD v (M) ABIX, 5]))
5) A-»B J T e iy x4 57 (A [x, (£x)F]1->B P x, §])

Fiir die Fille 6)—9) sei A*=3x"V y* A [x", ", ¥ mit z¥ =x) bzw. z¥ =z bereits
definiert.

6) ElxkA afoxuvyvm[x, ¥, fo]
7 VA 3 A, 7, 5]
8) EIX,:A HfVﬁi(“xfk)v}j/\&;(uxrk»u)

((Axe g POAPET, 3, {7} 20, o 51D <o %)
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9 VX4 a)el\ikr(’k"")v)jvati(vxrk)

(Gl A (257} (1T, ), T, %, 1T,%,), <)

Bemerkung: Sei 4*=3x"Vy"U[x, y]. Dann 1468t sich durch Induktion nach der
Lange von A zeigen, daB u, v und A4 die gleiche Schicht haben.

Lemma8: Essei V= {x|C} eine Varietit der Schicht ¢ mit C* =3zy'Vz3*Bz,,2,,x°]

und V¥ :=4z" 232 x"B [z, z,, x*]. Ferner sei 4 eine Formel mit 4*=3x"V y° I

[x, », 2i'] und (A4 [V])*=3x"V )" [x", y°]. Dann ist a=u W], i= v [¥] und
}: i 1

es gilt =Ix YA, [x7, 1, P*les = Tx0V 000 [, 7],

Beweis: Induktion nach der Linge von 4. Z.B. gilt fiir A=(X]1): Elxa‘v’yﬁ‘ll]{_”F
[x", 3%, V*]=3x71v pw (Az} 282 x° Bz, z,, X° Dx*y*2t)  und (AXF[V])* =
3z¢'V 22 Bz, z,, ].

Satz 3 (Interpretationssatz):
IG|§ C = = C*. Dabei kann ein C* erfiillender Term ¢ mit |t| <w**! und Kt<
@+ (f+1) definiert werden.

Beweis: Induktion nach «, Fallunterscheidung nach dem letzten SchluB in der
Herleitung von C. Der Beweis verliuft ganz analog wie bei Girard. Bei Schliissen
mi't. unendlich vielen Primissen werden die unendlich vielen Terme, die die
*—Ubersetzu_r}gen der Primissen erfiillen, in einem Term zusammengefaBt, der
dann die *-Ubersetzung der Konklusion erfiillt.

Beispiel: (24) A-B . [X/] fir 6 <tHA4—-VX!B mit X nicht in 4 oder B fiir
o<T. '

Sei A4*=3x"V )" A[x", "] und B* =33V 5* B[, 3", 25 ]. (44) (4-B  [X7]D*=
XYY XMyt (AU [x, (Xx)y]—»%]j;ir [Yx, y, z"]) ist nach L.V. mit geeigne-
ten Termen ¢, s, erfillbar (dabei sei u, :=i [af] und o, =5 _[a]]). Es ist

(A-Y X7 Byt =3 ) 0s=0 yu= adltcony oo, val6xm (9 x, (X )]
= (o BIE (Y x) {57} (Lxo), T x, 1Ty x,),<.09)).
Die erfiillenden Terme ¢, s werden folgendermaBen definiert:
= (Ax(Axe (6, 20 [Ty x, 1% [T X)), <. )
- s = (A(AGE (5, X <)

Nach Lemma 3 kann man sich darauf beschrinken, in (4 -V X7 B)* fiir y Terme
der Gestalt (£q) oder 0 einzusetzen. Setzt man z. B. (Eq®* 050 mit w=w,, w,
von einer Schicht o, <7 fiir y ein, so kann man die Giiltigkeit dieser Allformel
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mittels Reduktionen auf die Giiltigkeit von (+g¢,) zuriickfiihren (dabei wird das
Church Rosser Theorem benutzt).

Bemerkung: Die Zuordnung von erfiillenden Termen aus P zu Herleitungen in
IG kann durch eine pr. rek. Funktion beschrieben werden.

Folgerung: Die Systeme G, I G sind konsistent (weil (1=0)*inP nicht giiltig ist ).

Satz 4: Die Klasse der in G beweisbar rekursiven Funktionen stimmt iiberein
mit der Klasse der x,-rekursiven Funktionen.

Beweis: Die k,-rekursiven Funktionen sind beweisbar rekursiv in G (s. Kino [3]).
Ist andererseits H eine pr. rek. Funktion und gilt G —Vx3y (H(x, y)=0), so
licfert die Funktionalinterpretation der —1—-Ubersetzung ein Funktional
so—o0 aus P, so daB =D ((Hn) (sm))0 fiir alle n e N gilt. Man erhilt dann

durch f(n) := W(sn) eine mittels der x,-rekursiven Funktion ¥, definierte
ko-rekursive Funktion f, fiir die gilt Vn (H(n,f(1))=0).

Bemerkungen:

1) Jede K,-rekursive Funktion f14Bt sich durch ein Funktional s, -0—0 aus P
definieren, in dem alle unendlichen Terme durch pr. rek. Funktionen beschrieben
werden (denn: fist beweisbar rekursiv in G, wobei man sogar mit einer Herlei-
tung auskommt, in der alle Schliisse mit unendlich vielen Prdmissen durch
pr. rek. Funktionen beschrieben werden. Weil die —11-Ubersetzung und die
Funktionalinterpretation pr. rek. sind, ist dann der erfiillende Term aus P von
der gewiinschten Form).

2) Man erhilt aus der Funktionalinterpretation in tiblicher Weise die No-
Counterexample-Interpretation fiir die priadikative Analysis.

3) Ein analog wie G definicrtes System der Aj-Analysis kann in G interpretiert
werden (s. Feferman [1]). Aus der angegebenen Funktionalinterpretation er-
hélt man fiir dieses System ebenfalls die Widerspruchsfreiheit, eine Charakteri-
sierung der beweisbar rekursiven Funktionen und die No-Counterexample-
Interpretation (s. MaaB [4]).

4) Die Funktionalinterpretation kann auf Systeme der geschichteten Analysis
mit hdheren Schichten als k, iibertragen werden.
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